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Trasmissione del calore

E’ noto dalla termodinamica che, posti a contatto due corpi a temperature diverse, si assiste ad un processo irreversibile di scambio di energia:  sostanzialmente il corpo a temperatura maggiore cede calore a quello più freddo, fino al  raggiungimento di uno stato finale, in cui la sua temperatura, ora intermedia fra le due temperature di parten-za, uguaglia quella del corpo ricevente. Dal punto di vista termodinamico però,  il tempo impiegato dallo svolgimento di tale fenomeno è irrilevante, in quanto vengono presi in considerazione gli stati e non i processi .

Ad occuparsi, invece, dell’aspetto temporale (in pratica della velocità) associato allo scambio di energia tra sistemi è la termocinetica, la quale, a differenza della termodinamica, dà appunto rilevanza non al calore complessivo ipoteticamente trasferibile da un corpo ad un  altro in un tempo infinito, ma piuttosto a quello effettivamente trasmesso nell’unità di tempo, cioè la potenza .

Lo scambio di calore può avvenire secondo tre modalità diverse:

a)  conduzione  :  avviene tra corpi  a diretto contatto, o separati da un fluido in quiete, e  consiste in un trasferimento, a livello microscopico, di energia vibrazionale delle molecole del corpo più caldo a quelle del corpo più freddo;

b)   convezione   :   avviene tra corpi non a contatto, ma separati da fluidi in moto, le cui molecole, nel loro movimento “raccolgono” calore dal corpo più caldo e lo porta-no a quello più freddo (si parla di convezione forzata quando il fluido è posto in movimento da interventi esterni e non avviene naturalmente, come ad esempio, l’aria mossa  da un ventilatore);

c)  irraggiamento  :  non richiede la presenza di un mezzo per lo scambio di energia tra i corpi, in quanto avviene attraverso la propagazione di onde elettromagnetiche, quindi anche nel vuoto, essendo dovuto  all’emissione elettromagnetica, appunto, cui ogni corpo dà luogo nello spazio (è sufficiente che i due corpi “si vedano”perché possano assorbire l’uno l’irraggiamento dell’altro:è quello che succede nello spazio cosmico tra una stella calda e un pianeta freddo, come ad esempio il sole e la terra; anche quest’ultima, infatti, in seguito a una serie di fenomeni che avvengono nel suo nucleo irradia potenza termica nello spazio, in quantità comunque minore di quella ricevuta dal sole). 

[image: image1.wmf]
Tali fenomeni, tra loro indipendenti, si possono sovrapporre : si pensi, ad esempio, ad una cavità metallica, al cui interno sono disposti due corpi  separati da un mezzo trasparente; in una situazione del genere è possibile un simultaneo scambio di calore per conduzione, attraverso le pareti di metallo, per convezione, attraverso l’aria che si muove nella cavità, e per irraggiamento,in quanto i due corpi si vedono.

Tale visione del fenomeno della trasmissione del calore è recente, risale agli anni ’30; prima di allora, infatti, non era studiato in termini energetici, ma piuttosto fluidodinamici, secondo la teoria del calorico: questo fluido immaginario si pensava impregnasse i corpi in maniera più o meno consistente, determinando la temperatura degli stessi, analogamente ad una spugna inzuppata d’acqua, e come una spugna bagnata bagna quella asciutta toccandola, così il corpo maggiormente impregnato di calorico e quindi a temperatura maggiore, lo avrebbe ceduto in parte a quello più freddo( in misura dipendente anche dalla sensibilità al calorico dei due corpi).

[image: image2.wmf]Concentrandosi sull’aspetto energetico della questione, si definisce la grandezza primaria che rappresenta la velocità dello scambio termico, cioè la densità di flusso di calore (energia per unità di tempo e di superficie), indicata con    

e misurata in W/m2 (questo almeno per lo scambio per conduzione e convezione, mentre nel caso di irraggiamento si utilizza il simbolo I ,come in acustica).

Obiettivo del nostro studio è la determinazione della potenza termica scambiata per unità di superficie in varie situazioni. In generale esistono forme relativamente semplici che legano lo scambio termico e le temperature in gioco, secondo delle rela-zioni di tipo causa effetto : è la differenza di temperatura a causare il flusso di calore (fatto già noto dalla termodinamica), ma tanto più è alta quella differenza (e qui sta la novità) tanto più lo scambio termico è alto. Fatto importante da tenere presente nello studio di questi fenomeni è la loro non linearità
 ; tanto per fare un esempio, in termini irraggianti, la densità di flusso di calore è proporzionale alla quarta potenza della temperatura assoluta.Nel campo, però, della conduzione, sotto ipotesi sufficien-temente restrittive, si può ritenere il fenomeno lineare.

Conduzione             

Nel campo conduttivo si ipotizza una legge fisica (legge di Fourier), che sancisce una
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proporzionalità tra la densità di flusso di calore e il gradiente di temperatura

 Attenzione, però, che la legge così scritta si riferisce al solo modulo, mentre si tratta di una relazione vettoriale; infatti il gradiente è un vettore e, di conseguenza, lo è an-che la densità di flusso (ed è allineato al precedente)
. Questo vuol dire che, dato un campo scalare delle temperature in un certo volume, T(x,y,z,(), (ho specificato anche la dipendenza temporale per considerare il caso più generale di regime transitorio), il gradiente dà sia la direzione del flusso di calore (infatti esso definisce la direzione di massima crescita, ortogonale alle superfici isoterme, quindi, col segno meno, anche la direzione del calore, quella in cui la temperatura cala), sia il modulo (infatti tanto più le superfici isoterme sono vicine nel spazio tanto più il gradiente è grande in modulo, e quindi tanto più lo scambio termico è favorito e quindi consistente).

Nella legge di Fourier compare un termine importante, una grandezza fisica defi-nita dalla legge stessa, cioè la conducibilità termica λ. Attenzione che non si tratta di un coefficiente, in quanto non è un numero puro, ma una grandezza fisica dotata di dimensioni e unità di misura; infatti dall’espressione della legge di Fourier  segue che la conducibilità si misura in W/mK (in fondo alla dispensa è riportata una tabella con alcuni valori della conducibilità termica per vari materiali).
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Bisogna, però, tenere presente che la conducibilità termica non è una grandezza costante per un dato materiale, ma, pur esprimendo la proporzionalità tra il gradiente della temperatura e il flusso di calore conseguente, essa stessa varia con la  temperatura. Nonostante ciò la dipendenza di ( dalla temperatura è comunque modesta ed inoltre lineare

dove λ0 è il valore della conducibilità a zero gradi centigradi, mentre B indica la variazione di λ per grado di temperatura; essendo B molto più piccolo di λ0 , la grandezza fisica rappresentata dalla conducibilità varia debolmente con la temperatura come già anticipato; per questo nella pratica si considera un valore medio di λ, come se fosse una costante (questo non è corretto analiticamente, ma dal punto di vista numerico, quantitativo si commette un errore trascurabile).

Si può osservare come la conducibilità termica ricopra una vasta gamma di valori nell’insieme dei vari materiali : ad esempio essa va da valori bassissimi per gas, quale l’aria, che a 20° centigradi presenta una conducibilità media di 0.026 W/mK, quindi da isolante, fino a valori dell’ordine del centinaio per i metalli (420 W/mK per l’argento).  

Partendo dalla legge di Fourier, analogamente a quanto già fatto in fluidodinami-ca e in acustica, rispettivamente con le leggi costitutive di Newton e di Eulero, è pos-sibile costruire un’equazione differenziale del secondo ordine, ossia l’equazione di Fourier, che permette di studiare la dinamica del fenomeno; a differenza degli altri due casi, però, nello scambio termico, il passaggio dalla legge all’equazione corrispondente ha qualche utilità pratica (i problemi di scambio per conduzione, ad esempio, si risolvono, appunto, integrando numericamente l’equazione), per questo vedremo esplicitamente come ricavare quell’equazione.

Prima, però, mostriamo come è possibile, in alcuni casi particolarmente semplici, ricorrere alla sola legge per risolvere il problema, come per la lastra piana e infinita. 
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Si consideri una lastra piana, di spessore costante S, di un materiale con conducibilità termica λ costante, infinita, che ha quindi una dipendenza spaziale unidimensionale, e le cui due pareti A e B sono forzate rispettivamente alle temperature TA e TB; si determini il profilo della temperatura dentro il materiale e la densità di flusso di calore complessivamente scambiato dalla parete A alla parete B.
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Data la monodimensionalità del problema, possiamo semplificare la legge di Fourier nel modo seguente 

 Le ipotesi semplificative che rendono possibile l’impiego della legge di Fourier al posto della corrispondente equazione, prevedono uno studio in regime stazionario, quindi l’abolizione della dipendenza dal tempo nella legge. Prima, però, guardiamo ugualmente cosa succede in termini qualitativi durante il transitorio termico : immaginiamo che la lastra si trovi inizialmente tutta alla temperatura TB e che ad un certo istante si forzi la parete A alla temperatura TA; in questo istante il diagramma della temperatura presenta una delta di Dirac nell’origine (x = 0) ,ma col passare del tempo assume un andamento continuo ad indicare che il calore sta fluendo dagli stra-ti a temperatura maggiore, per conduzione, verso quelli più freddi, fino ad assumere l’andamento lineare, tipico del regime stazionario, quando è terminata la fase transitoria. Si può osservare questo andamento qualitativo nel diagramma sopra riportato.
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Interessandoci, per il momento, solo la fase stazionaria, la legge diventa 
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Consideriamo uno strato infinitesimo di materiale, di spessore dx, per farne il bi-lancio tra l’energia che entra all’ascissa x e quella che esce all’ascissa (x + dx).

come segue dal primo principio della termodinamica (il bilancio è fatto per unità di superficie); in quell’espressione compare, però, una variazione di temperatura, il che significa che la temperatura dei vari punti sta cambiando nel tempo, situazione da noi esclusa per ipotesi; quindi quel dT deve essere nullo. Ne consegue l’uguaglianza della densità di flusso di calore in ogni sezione, che è così costante (questo è in accordo col regime stazionario, in quanto, se la temperatura dei vari punti resta costante, devo escludere la possibilità di accumuli di calore, cosa che accadrebbe se il calore entrante dalla faccia sinistra non fosse uguale a quello uscente dalla faccia destra).
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La legge di Fourier è diventata così un’equazione differenziale a variabili separabili facilmente risolvibile :
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e integrando per 0< x <S  e per  TA< T < TB  si ricava
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e un analogo calcolo questa volta tra zero e un generico punto x compreso tra zero e S, fornisce anche l’andamento della temperatura nella lastra
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  Si noti come, secondo quanto già preannunciato, l’andamento della temperatura nella lastra infinita di spessore S sia lineare, così come lineare è anche il legame tra la variazione di temperatura e il flusso di calore conseguente. 
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Ricaviamo ora l’equazione di Fourier. Consideriamo un elemento di volume nel campo scalare delle temperature e scriviamo per esso il bilancio energetico servendoci del primo principio della termodinamica come nell’esempio precedente, considerando però questa volta anche la dipendenza temporale, quindi la possibilità che l’energia nell’elemento di volume cambi nel tempo.       
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[image: image76.wmf]L’elemento di volume dV=dxdydz possiede una sua energia interna U=cρdV T; la sua variazione in un tempo infinitesimo è uguale al flusso infinitesimo di energia attraverso le pareti del volumetto, e, poiché la variazione di energia interna uguaglia il calore scambiato, considerando nullo il lavoro realizzabile dal volumetto perché le pareti sono fisse e indeformabili (per questo assumeremo c come il calore specifico a volume costante), possiamo scrivere  dU=dQ, dove dU=ρdVcdT, mentre per dQ bisogna considerare la somma di due contributi, cioè il calore scambiato attraverso le pareti e il calore generato all’interno dell’elemento di volume stesso (in questo modo è possibile scrivere bilanci energetici anche per sistemi quali conduttori percorsi da corrente, sottoposti a surriscaldamento per effetto Joule, o reazioni chimiche).
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La quantificazione del termine generativo si fa riferendosi all’unità di volume, cioè tramite la grandezza 
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misurata in  W/m³      (calore prodotto per unità di tempo e volume), quindi  l’infinitesima quantità di energia generata in un tempo infinitesimo si ottiene tramite 

 differenziale del secondo ordine che ci porterà ad un’equazione differenziale del secondo ordine, che lega le derivate spaziali con quelle temporali relativamente alla temperatura.

Per quanto riguarda il calore scambiato, invece, lo si ottiene calcolandone il flus-so attraverso le pareti
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(il prodotto scalare nell’integrale è necessario in quanto nel calcolo del flusso si considera la componente che incide ortogonalmente alla superficie).

Dal teorema della divergenza segue che l’integrale sulla superficie della densità di flusso di calore (cioè il flusso della potenza per unità di superficie) è uguale all’integrale di volume della divergenza della stessa grandezza, quindi

dove ho omesso il segno di integrale in quanto mi sto riferendo ad un volumetto infinitesimo. Sommando ora i due termini di calore scambiato e uguagliando il risultato all’espressione dell’energia interna prima trovata e ricordandosi della legge di Fourier, si ottiene, con alcune semplificazioni


dove ho considerato λ costante. Quella sopra scritta è l' equazione di Fourier.

Poiché, in genere, non capita di studiare quell’equazione quando compaiono contemporaneamente la derivata temporale e il termine generativo, è possibile semplificarla trascurando uno dei due contributi, in genere quello generativo, quindi 

dove α² è detta diffusività termica e si misura in m2 /s,come la viscosità cinematica.

 Nell’espressione di α² , λ è proporzionale al trasporto di calore, mentre cρ è proporzionale all’inerzia termica, così se la diffusività è alta, significa che la conducibilità termica assume un valore elevato rispetto all’inerzia .

Si noti come spesso vi siano analogie formali e fisiche tra il ruolo che grandezze diverse rivestono in ambiti scientifici diversi; questo aspetto fu trattato da Reynolds, il quale definì l’analogia : due problemi scientifici completamente diversi, sotto certe ipotesi semplificative, possono portare alla formulazione di una stessa equazione formale, cioè con stessa struttura matematica; è quindi evidente che, imposte le stesse condizioni al contorno, i risultati nei due casi saranno gli stessi (questo a patto di essere in un sistema di unità di misura coerente, come il SI). Questo vale, natural-mente, anche per l’equazione di Fourier, che, nella sua versione semplificata (cioè senza termine generativo), è analoga ad altre equazioni note di altri campi della fisica e quindi risolvibile tramite l’ analogia (spesso si riconduce l’equazione fisica ad un circuito elettrico equivalente).

Quando è possibile trascurare la derivata temporale, in condizioni stazionarie, allora l’equazione risulta ulteriormente semplificata, cioè

detta equazione di Laplace.

Per quanto riguarda la soluzione dei problemi reali di scambio termico per conduzione, si utilizza, nel caso di transitori, l’equazione di Fourier, che viene risolta con la tecnica matematica di integrazione alle differenze finite, mentre, se siamo in regime stazionario, con una dipendenza dallo spazio complicata, si ricorre all’equazione di Laplace, che viene risolta in termini di integrazione numerica agli elementi finiti
.

Infine si può osservare che nell’equazione di Laplace è possibile reintrodurre il termine generativo, senza compromettere una corretta soluzione numerica.

Vediamo ora l’applicazione dell’equazione di Laplace al problema della lastra piana vista in precedenza.

Sappiamo che il problema è unidimensionale, e, rifacendoci al disegno sopra, possiamo dire che la dipendenza è solo dall’asse delle X; quindi l’equazione di Laplace diventa 

integrando due volte, si ottiene la relazione 

 imponendo le due condizioni al contorno, cioè le temperature alle pareti ( T=TA  per x = 0, T=TB  per x = S ), si ricavano le due costanti 

   

quindi si ha    

e derivando rispetto a x e moltiplicando per  (-λ) segue

Come ovvio, sono gli stessi risultati ricavati partendo dalla legge di Fourier.

Applicazioni

Consideriamo ora un paio di esempi relativi allo scambio termico, per determinare, analogamente a quanto già fatto nel caso della lastra piana, il calore complessivamente trasferito da una superficie ad un’altra a temperatura più bassa e l’andamento della temperatura tra le due pareti stesse.

Esempio n°1, cilindro cavo.

Si consideri un cilindro cavo di un materiale con conducibilità costante λ,di raggio interno R1 e raggio esterno R2, al quale vengono imposte le temperature T1, sulla parete interna, T2, su quella esterna; si calcoli quindi T=T(r) e Q (si noti come in questo caso, a differenza della lastra piana, sia necessario parlare di energia complessivamente scambiata attraverso le pareti e non più di densità di energia, che infatti varia col raggio, in quanto la stessa quantità di calore si distribuisce su una superficie sempre più ampia).




 

                                             
        

                                                

    

Risolviamo utilizzando la legge di Fourier.

La quantità di calore che passa attraverso una generica superficie cilindrica di raggio r è pari a 

(siamo in regime stazionario, dunque tanto calore entra, tanto ne esce). Inserendo quell’espressione nella legge si ottiene 

e separando le variabili e integrando tra la prima e la seconda superficie, si ottiene

Al solito, per ricavare la temperatura in funzione del raggio, posso integrare tra la superficie di raggio R1 e una generica di raggio r, con R1< r <R2 ; dall’espressione così ottenuta si estrapola T,


 Si noti ancora una volta la linearità della soluzione di un problema di scambio termico per conduzione. Questa proporzionalità semplice e diretta tra il salto di temperatura e la potenza termica trasmessa, se consideriamo λ costante, suggerisce un’analogia formale con i  problemi di conduzione elettrica (la differenza di potenziale è in questo caso sostituita dalla differenza di temperatura, mentre la corrente è sostituita dal flusso complessivo di calore); è per questo motivo che si definisce la resistenza termica come    


Nel problema precedente la resistenza termica vale

Esempio n°2, la sfera cava.

Sia data una sfera cava, di raggio interno R1 e raggio esterno R2, con le pareti rispettivamente a temperatura maggiore T1 e temperatura inferiore T2; calcolare T in funzione del raggio e il calore complessivamente scambiato dalla prima alla seconda parete (anche in questo caso quello che ci interessa è Q e non la densità di flusso di calore, in quanto variabile da sezione a sezione).







   

Dalla semplice relazione

sostituendo la legge di Fourier, separando le variabili e integrando dalla superficie interna a quella esterna, si perviene all’espressione della potenza totale scambiata,


 e con il solito modo si può calcolare anche l’andamento della temperatura,


Dall’espressione della potenza  si ottiene anche la resistenza termica 



Tabella relativa ai valori di conducibilità termica di alcuni materiali.

	Materiale
	Conducibilità termica a 

20°C   (W/mK)



	Acciaio con 5% Ni
	29

	Acciaio con 30% Ni
	105

	Acciaio inox
	14

	Acqua (liquida in quiete a 20°)
	0.63

	Alcool 
	0.21

	Alluminio 
	210

	Aria (in quiete a 20°C)
	0.026

	Argento    
	420

	Asfalto 
	0.64

	Basalto 
	1.27 ~ 3.5

	Bronzo 
	58 ~ 65

	Carbone 
	0.14 ~ 0.17

	Cartone 
	0.14 ~ 0.23

	Cartongesso in lastre
	0.21

	Caucciù 
	0.13 ~ 0.23

	Celluloide 
	0.35

	Cellulosa compressa
	0.24

	Cemento in polvere
	0.070

	Cenere 
	0.069

	Creta 
	0.90

	Duralluminio 
	160

	Ferro elettrolitico 
	87

	Ferro ed acciaio
	46.5 ~ 58

	Gesso 
	0.4

	Ghiaccio 
	2.20 ~ 2.50

	Ghisa 
	50

	Glicerina 
	0.220

	Grafite 
	4.9

	Granito 
	3.18 ~ 4.10

	Incrostazioni di caldaia 
	1.16 ~ 3.49

	Intonaco di calce e gesso
	0.70

	Legno 
	0.10 ~ 0.20

	Linoleum 
	0.18

	Manganina 
	23

	Marmo 
	2.1 ~ 3.5

	Mercurio liquido a 0°C
	8.13

	Mercurio liquido a 60°C
	9.64

	Mercurio liquido a 120°C
	10.92

	Mercurio liquido a 160°C
	11.6

	Mercurio liquido a 222°C
	12.78

	Mica 
	0.39

	Muratura di pietrame
	1.40 ~ 2.40

	Muratura refrattaria

(dinas, schamotte, silica) 200°C
	0.70 ~ 0.90

	Muratura refrattaria

(dinas, schamotte,silica) 1000°C
	1.2 ~ 1.4

	Naftalina 
	0.37

	Neve (appena caduta e per strati fino a 3 cm)
	0.06

	Neve (soffice, strati da 3 a 7 cm)
	0.12

	Neve (moderatamente compatta, strati da 7 a 10 cm)
	0.23

	Neve (compatta, strati da 20 a40 cm)
	0.70

	Nichel 
	58 ~ 65

	Oli e petroli 
	0.12 ~ 0.17

	Oro  
	299

	Ottone 
	70 ~ 116

	Pietra arenaria
	1.30 ~ 1.75

	Pietra calcare compatta 
	0.70

	Pietra calcare granulosa
	0.95

	Piombo solido
	35

	Pb 44.5% + Bi 55.5% (lega liquida) 160 ~ 320°C
	9.2 ~ 11.3

	Platino 
	70

	Porcellana 
	0.80 ~ 1.05

	Quarzo ortogonale all’asse
	6.60

	Quarzo parallelo all’asse
	12.80

	Quarzo oggetti fusi
	1.4 ~ 1.9

	Rame (8300 Kg/m3)
	302

	Rame (8900 Kg/m)
	395

	Sabbia asciutta 
	0.35

	Sabbia con 7% di umidità 
	1.16

	Sodio solido
	125.60

	Sodio liquido 100 ~ 500°C
	86 ~ 67

	Na 56% + K 44% (lega Na, K liq.) 100 ~ 500°C
	27

	stagno
	64

	Steatite 
	2.7

	Sughero  (200 Kg/m3)
	0.052

	vetro
	0.5 ~ 1

	Wood  (lega)
	12.78

	Zinco 
	110

	Zolfo 
	0.23
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Regime transitorio
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dV=dxdydz





Elemento infinitesimo di volume, nel campo scalare delle temperature.
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� Un sistema si dice lineare se ad un ingresso A risponde B e ad un ingresso C risponde D allora all’in-gresso A+C risponde B+D.


� In seguito ometterò sempre il segno di vettore, in quanto mi interessa il modulo e meno la natura vettoriale.


� Si noti che l’equazione di Fourier si presta molto bene ad una soluzione numerica, in quanto non dà luogo a soluzioni instabili, rappresentando problemi fisici ben condizionati.
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