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Introduzione
Il problema dei transitori termici è un problema che può essere risolto in due modi diversi:
· attraverso una soluzione analitica;
· attraverso una soluzione numerica.
Tipicamente una soluzione analitica è possibile per problemi di tipo geometrico, mentre per problemi fisici, in cui entrano in gioco variabili diversi da quelle puramente dimensionali, come l’omogeneità o l’isotropia, si deve necessariamente approcciare il problema con una soluzione di tipo numerico.

1. Teoria generale sui transitori termici
I transitori termici oggetti del nostro studio sono transitori termici di conduzione, e cioè transitori termici sul corpo. Ciò vuol dire che si tratta di transitori termici solidi che interessano la superficie del corpo, denominata pelle: si distinguono pertanto dai transitori termici termo fluidodinamici che riguardano invece i fluidi.
Campi di applicazione dei risultati che verranno raggiunti sono inquadrati nell’ambito di:

· Industria alimentare.
· Lavorazione a tempra dei materiali.
· Lavorazione dei metalli: laminazione e trafilatura.
Condizione iniziale e condizioni al contorno
In generale, all’interno di un corpo di volume V definito da una certa superficie S, in cui la temperatura T varia nel tempo e nello spazio, si ha un campo scalare di temperatura in funzione di 4 variabili: T(x, y, z, t); per cui, in ogni punto del corpo (x0, y0, z0) la temperatura è diversa da quella degli altri punti (xi, yi, zi) e in ogni punto la temperatura varia nel tempo (t) con una legge che, generalmente, è diversa da quella degli altri punti.
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Figura 1 - Temperatura di un corpo in funzione dello spazio e del tempo.
Quindi il problema richiede la risoluzione della variabile temperatura in 4 dimensioni, ragion per cui si vede necessario introdurre alcune semplificazioni:
Condizione iniziale: si suppone che all’inizio del transitorio (istante t=0) il corpo sia omogeneo. Si può quindi scrivere che:
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(1)
Ciò equivale a supporre che il corpo sia isotermo e quindi in equilibrio: se il corpo è isotermo, non c’è scambio di calore tra i suoi punti;
Condizione al contorno sulla superficie S: si assume lo scambio termico di tipo convettivo. Si suppone che all’istante t=0+, il corpo venga introdotto in una bacinella o in un ambiente in cui sia presente un fluido alla 
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, il quale scambia calore per convezione (con coefficiente h) con il corpo in esame:
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 (2)
Dove con T(S) si intende il luogo dei punti (y,z) che giacciono sulla pelle del corpo, quindi la temperatura della pelle non è definita ma è legata al flusso dalla relazione: 
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(3)
La condizione al contorno non impone direttamente un valore di temperatura sulla superficie del corpo, ma impone un flusso, che a sua volta non è costante perché la condizione di flusso deriva da una condizione al contorno convettiva, basata su un determinato valore di temperatura che in ogni istante e in ogni punto si può avere.

Siccome il corpo può avere (in istanti diversi e punti diversi) differenti valori di temperatura, è differente il flusso che si stabilisce in ogni punto della superficie.
Si considera costante solo il valore di h.

Si nota come la (3) può semplificarsi notevolmente: se h assume valori grandi allora la pelle del condotto all’istante t=0+ si porta alla T ambiente. Si può scrivere quindi che:
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Quindi con h molto grande le condizioni al contorno diventano di facile impostazione.

Le condizioni imposte sono di carattere generale e possono essere considerate ragionevoli e sensate per la soluzione analitica: sono condizioni però in genere non rispettate ma presentano un vincolo necessario per una soluzione di tipo analitico al problema.
Equazione di bilancio dell’energia termica
Si consideri l’equazione di bilancio dell’energia termica (vedi lezione del 22/03/2013). Si sottolinea che nel caso corrente le componenti cinematiche sono nulle perché per ipotesi il corpo è fermo nello spazio, ovvero:
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In questa condizione la derivata sostanziale della legge di Fourier si semplifica non presentando le componenti spaziali.
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(4)
Si procede adesso adimensionalizzando le grandezze, con riferimento ad una lunghezza caratteristica L che tradizionalmente nel campo dei transitori è la distanza fra la pelle (dove è diretto il calore) e il centro del corpo (da dove viene il calore). A seconda della geometria si prendono opportuni valori di L, ad esempio:
· per la sfera è il raggio;

· per una lamina è la metà dello spessore;

· per un prisma è metà della base o metà della lunghezza della superficie principale.
Si definiscano le grandezze adimensionali (vedi anche lezione del 22/03/2013):
· Tempo adimensionale:
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(5)
Fo è il cosiddetto numero di Fourier.

· Temperatura adimensionale:
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(6)
· Vettore normale alla superficie adimensionale:
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(7)
· Vettore gradiente quadrato adimensionale:
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(8)
Andiamo a sostituire queste definizioni all’interno dell’equazione di bilancio dell’energia termica:
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Semplificando i termini presenti sia al primo che al secondo membro si ottiene quindi l’equazione di bilancio dell’energia termica in forma adimensionale:
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(9)
L’adimensionalizzazione consente di eliminare i fattori di proporzionalità ottenendo un’equazione omogenea, “pulita”.

Ora si considera la condizione al contorno inserendo la legge di Fourier & Newton, la quale può essere scritta dentro il corpo o fuori dal corpo perché il flusso è uguale: la pelle è infatti una superficie di demarcazione immaginaria tra solido e fluido mentre il flusso è sempre lo stesso. L’equazione generale (3) con la legge di Fourier & Newton diventa quindi la seguente
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(10)
Dove il segno meno al pedice indica l’interno del corpo, mentre il segno più indica l’esterno (ambiente circostante al corpo), così come il pedice “C” indica il corpo e “F” l’ambiente fuori dal corpo.
Le conducibilità termiche dentro e fuori dal corpo sono diverse, quindi di conseguenza anche i gradienti di temperatura sono diversi: all’interno del corpo la conducibilità è maggiore e quindi il gradiente di temperatura è minore, e viceversa.
Tenendo conto di ciò che accade all’interno del corpo, adimensionalizziamo l’equazione (10):
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 (11)
Numero di Biot
Si definisce il numero di Biot Bi come segue:
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Il numero di Biot indica se ciò che frena il transitorio è primariamente la scarsa conducibilità del materiale oppure lo scarso coefficiente di convezione esterno.

Sebbene la sua definizione può sembrare identica a quella dl numero di Nusselt (vedi lezione del 22/03/2013), in realtà è l’analogia è solo formale perché la conducibilità termica considerata nel numero di Biot è quella del copro, quindi di un solido, mentre la conducibilità compresa nel numero di Nusselt è quella di un fluido.
Come per il numero di Nusselt, anche per il numero di Biot è possibile fare un’analogia elettrica:
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Figura 2 – Analogo elettrico dello schema del sistema

Da cui:
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(12)
Visto lo schema elettrico e la tipologia di scambio termico (che avviene dal corpo all’esterno) essendo RCOND>>RCONV (e quindi è lecito assumere h infinitamente grande) possiamo ritenere che la pelle si porti istantaneamente alla 
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 con la semplificazione delle condizioni al contorno vista prima.
Il numero di Biot permette di semplificare la casistica a cui riferire il nostro studio. In particolare si possono avere tre casi:
· Bi <0,1

· 0,1 < Bi <40

· Bi > 40

La prima cosa che si fa quando si affronta un problema di transitorio termico è quindi il calcolo di Bi.
· Quando Bi<0,1, il corpo è molto conduttivo (costituito ad esempio di rame). In questo caso 
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 è molto alto, pertanto RCOND è trascurabile, per cui si parla di transitorio puramente convettivo: la temperatura del corpo in ogni istante è la stessa, sparisce la dipendenza spaziale e si ha una singola variabile nel tempo che definisce la temperatura di tutto il corpo, cioè T=T(t).

· Quando Bi>40, il coefficiente di convezione esterno h è molto alto, quindi la temperatura della pelle si porta alla temperatura del fluido. La condizione al contorno si semplifica in questo modo:
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(13)
In questo caso siccome h è molto elevato, si ha 
[image: image23.wmf]CONV

R

 trascurabile e il transitorio è puramente conduttivo.
Successivamente la 
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 si propaga molto lentamente nel corpo, lentezza dovuta al fatto che essendo il numero di Biot molto grande 
[image: image25.wmf]C

l

 è molto bassa.
· Quando 0,1<Bi<40, esistono formule analitiche per la trattazione del transitorio termico ma, essendo molto complicate, solitamente si usano solo metodi di risoluzione numerici o grafici. Sono stati realizzati, infatti, nomogrammi che permettono di determinare, in forma adimensionale, il tempo di transitorio per geometrie semplici (piano, sfera, cilindro).

Si procede analizzando in dettaglio i due casi estremi del numero di Biot.
2. Il transitorio termico
Caso Bi<0,1: soluzione analitica per qualsiasi geometria
Per risolvere il problema del transitorio termico, si esegue il bilancio tra la variazione di entalpia che il sistema subisce in un intervallo di tempo e la quantità di calore che il corpo scambia con l’esterno nel medesimo intervallo di tempo. La legge del raffreddamento di Newton dà che:
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Ma utilizzando il primo principio della termodinamica (dQ+dL=dH), considerando che il corpo in questione non compie lavoro (dL=0) e che la variazione di entalpia si può esprimere come dH=M*cp*dT, si può scrivere:
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Uguagliando le ultime due relazioni scritte si ha:
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La massa M del corpo può essere calcolata moltiplicando la densità 
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 del corpo per il suo volume V:
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Inserendo tale equazione nella precedente e operando qualche modificazione algebrica si ottiene:
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(14)
Dove il segno meno indica, secondo l’usuale convenzione termodinamica, che il corpo cede calore.
Adesso procediamo effettuando l’integrazione dall’istante di tempo iniziale t=0 fino a un generico istante di tempo t:
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Elevando tutta l’ultima equazione ottenuta al numero di Nepero si elimina il logaritmo naturale, e così si arriva a scrivere:
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(15)
Graficando la (15) nel tempo si ottiene un andamento che assomiglia a quello della scarica di un condensatore: andamento esponenziale che tende asintoticamente alla temperatura all’infinto. Utilizzando l’analogia elettrica, si può chiamare l’esponente della (15) che moltiplica t costante di tempo del circuito.
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Grafico 1 - Andamento del transitorio termico per Bi<0.1.
Può essere interessante adimensionalizzare il termine 
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 che compare nella (15) per rendere omogenei (adimensionali) tutti i termini che compaiono nella scrittura di T*:
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(16)
Dove si deduce che abbiamo posto:
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Andando a sostituire la (16) dentro la (15) e inserendo la definizione del numero di Fourier, si ottiene:
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(17)
Le (17) rappresentano la soluzione (adimensionale e non) del problema di transitorio termico per Bi<0.1.
Caso Bi>40: soluzione analitica per lastra piana infinita
Si consideri il caso di lastra piana di lunghezza infinita, rappresentato nella figura sottostante:
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Grafico 2 - Andamento delle temperature durante il transitorio termico in funzione dello spessore s=2*L per lastra piana con Bi>40 per ciascuna armonica del flusso di calore.
Facciamo l’ipotesi di un corpo caldo che trasmette calore verso l’esterno. Osserviamo questi fatti:
· la pelle un istante dopo l’immersione nella bacinella si trova alla 
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. Il diagramma della temperatura è simile ad un’onda quadra. Col passare del tempo la temperatura sull’asse scende rispetto alla temperatura iniziale;
· il cuore centrale si trova alla temperatura T0;
· lo spessore della lastra sia 2*L, quindi T(L) è una funzione pari.
In questo caso il problema è bidimensionale: vogliamo però scrivere un’espressione di T(x,t) che sia un’equazione in due variabili. L’equazione di bilancio dell’energia termica diventa quindi:

[image: image43.wmf]2

2

dx

T

d

dt

dT

×

a

=



(18)

Dove il termine 
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 è diventato d2T/dx2 perché la lastra è infinitamente lunga: pertanto è possibile trascurare gli effetti di bordo e considerare il problema monodimensionale.

Per risolvere il problema in funzione delle due variabili (x,t) si definisce una variabile ausiliaria:
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Con tale variabile la (18) diventa:
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(19)
La condizione al contorno spaziale, la condizione iniziale e la condizione al contorno sulla pelle sono, rispettivamente:
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(20)
La soluzione deve essere nella forma 
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, e si suppone che essa sia data dal prodotto di una funzione solo del tempo per una funzione solo dello spazio, ovvero si suppone di poter separare la dipendenza temporale da quella spaziale:
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(21)
La (21) impone cioè l’ortogonalità (indipendenza) tra soluzione spaziale X(x) e soluzione temporale 
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. Il fatto che la soluzione sia di questo tipo non è noto a priori, vale a dire che è un’ipotesi che poi, se corretta, dovrà venire verificata dal processo risolutivo che andremo ad applicare. A meno di non avere un’intuizione geniale che porti a scrivere subito la (21), quindi, il processo risolutivo della (19) è iterativo sulla forma della soluzione. Per non complicarci la vita, visto che qualcuno prima di noi ha già svolto il processo iterativo e ha visto che in effetti la (21) è la soluzione della (19), prendiamo tale risultato per buono.

Proseguiamo quindi sostituendo nella (19) la (21), e otteniamo:
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(22)
Ragionando un attimo si nota che l’ultima equazione ottenuta è verificata solamente se i due termini dell’uguaglianza non variano né nel tempo né nello spazio, ovvero se sono pari ad una stessa costante che chiamiamo -a2 (negativa sempre per la convenzione per cui il calore si sposta dai corpi caldi a quelli freddi, ed elevata al quadrato per motivi che saranno chiari in seguito):
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(23)

È possibile, quindi, scrivere l’equazione differenziale in due variabili in un sistema di due equazioni differenziali in una variabile, ovvero:
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     (24b)
La (24a) è della stessa forma dell’equazione che avevamo ottenuto nel caso di Bi<0,1, quindi di fatto l’abbiamo già risolta e tracciata nel grafico 1, mentre invece dimostreremo che la (24b) genera i profili a campana rappresentati nel grafico 2.
La (24a) si può porre nella forma seguente, del tutto analoga alla 14:
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Integrando e introducendo la costante A1 si ottiene:

[image: image58.wmf](

)

(

)

t

a

t

t

e

A

A

t

a

ln

dt

a

d

×

×

a

-

Q

×

=

Q

Þ

+

×

×

a

-

=

Q

Þ

×

×

a

-

=

Q

Q

ò

ò

2

2

1

2

0

2

0


Dove abbiamo posto la costante A2 come segue:
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Inseriamo adesso la condizione iniziale di temperatura del corpo nota all’istante iniziale e pari a T0, ovvero:
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Con tale condizione è immediato verificare che 
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, quindi la soluzione della (24°) è la seguente:
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(25)
Quindi 
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 parte dal valore di 
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 (noto), dopodiché con andamento esponenziale tende asintoticamente a 0, fatto sensato poiché infatti più avanza il tempo più il corpo tende a raggiungere una temperatura pari a quella dell’ambiente esterno, ovvero 
[image: image65.wmf]¥

T

. Ciò si riscontra nel grafico 3:
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Grafico 3 – Andamento della componente Θ(τ) della variabile ausiliaria Θ(x,τ).
Ciò conferma quanto detto in precedenza: la soluzione dell’equazione (24a) è analoga a quella del caso Bi<0,1, espressa nell’equazione (15) e tracciata nel grafico 1.
Occupiamoci adesso della (24b), che si può riscrivere come segue:
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Questa è l’equazione di Helmholtz, che già avevamo incontrato durante lo studio delle superfici alettate, lezione del 8/3/2013. La soluzione è quindi della forma seguente:
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Questa equazione viene utilizzata per onde stazionarie all’interno di un condotto dove 
[image: image69.wmf]1
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 è negativo e rappresenta l’onda che va e 
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 è positivo e rappresenta l’onda che torna indietro. Con le opportune condizione al contorno, il concetto fisico di avere un’onda che va e una che torna è ancora vero nel caso in esame.
Sostituendo la (27) nella (26) e calcolando le derivate si ottiene:
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Raccogliendo risulta:
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(29)

La (29) nel campo dei numeri reali non ha soluzione, visto che il membro a destra è composto da membri sempre positivi (gli esponenziali sono sempre positivi!) e pertanto non può mai essere negativo. La soluzione ricade quindi all’interno dei numeri complessi, ovvero:
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Quindi:
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Sostituendo la (30) nella (27) risulta:

[image: image76.wmf]x

a

i

x

a

i

e

B

e

B

X

×

×

-

×

×

×

+

×

=

2

1



(31)
Il primo termine rappresenta un’onda che si propaga verso le x negative: viaggia cioè da destra a sinistra; il secondo rappresenta un’onda che si propaga verso le x positive: viaggia cioè da sinistra a destra.
Inseriamo adesso la condizione di simmetria sull’asse, condizione che analiticamente si traduce nel fatto che la funzione X(x) ha un punto a tangente orizzontale in x=0 (posto il punto centrale alla coordinata x=0, vedi grafico 2). Tangente orizzontale vuol dire derivata prima nulla, quindi:
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Quindi la (31) diventa:
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Essa afferma che per ragioni di simmetria (condizione di parità della funzione T), le onde hanno la stessa ampiezza B.
Ricordiamo adesso la formula di Eulero:

[image: image79.wmf](

)

(

)

x

a

sen

i

x

a

cos

e

x

a

i

×

×

±

×

=

×

×

±


Sostituita nella (33) dà che:
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Proseguiamo adesso inserendo la condizione che le onde devono andare a zero sulla pelle:
Per 
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Utilizzando la (34) è considerando che il coseno è una funzione che non è influenzata dal segno dell’argomento, la condizione che si ottiene è:
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La relazione appena scritta permette di calcolare il valore di a. Nella fattispecie si trova che esistono infiniti valori di a, di cui il generico lo chiamiamo an:
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I valori an si chiamano autovalori e le corrispondenti funzioni Xn calcolate si chiamano autofunzioni:
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Ci sono quindi infinite soluzioni:
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La relazione appena scritta è una specie di serie di Fourier tutta reale.
Le autofunzioni Xn soddisfano le condizioni iniziali, soddisfano le condizioni al contorno ma non sono soluzioni alla equazione differenziale che descrive il problema, questo perché la curva T(t) non è espressione di una sola curva ma di più curve che si sovrappongono. Una traduzione in termini fisici del ragionamento analitico si ritrova nella distribuzione del numero di armoniche della funzione sulla superficie di scambio: le armoniche sono numerose agli spigoli, si riducono ad una sola nel cuore del corpo.

Si nota però che:

· per valori elevati di t si può considerare solo il primo autovalore (n=0) e la prima autofunzione, per cui la realtà è ben rappresentabile con una sola cosinusoide;

· per t piccoli, la forma d’onda assomiglia ad un’onda quadra, quindi si rappresenta con infiniti termini sinusoidali.
La soluzione completa della funzione 
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 è quindi la somma di tutte le singole soluzioni. Applicando la legge di Fourier (secondo la quale qualunque forma d’onda è rappresentabile come sommatoria di un numero adeguato di onde sinusoidali) e mettendo insieme la (25) e la (36), la (21) diventa:
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La relazione appena scritta indica fra l’altro il fatto che le armoniche di ordine superiore si estinguono rapidamente nel tempo mentre quelle di ordine inferiore durando più a lungo, essendo an proporzionale all’ordine dell’armonica n.
Poniamo adesso:
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Quindi si può riscrivere l’espressione di 
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(37)

Ora si devono determinare i valori di Cn. Per farlo introduciamo la condizione iniziale per cui all’istante di tempo inziale tutti i punti del corpo sono alla stessa temperatura T0, ovvero:
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Sostituendo in questa condizione la (37) si ha:
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Per dire che la (38) è vera si impone l’ortogonalità delle autofunzioni cos(an*x). Innanzitutto, moltiplicando per 
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 le autofunzioni si può scrivere:
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La condizione di ortogonalità è quindi la seguente:
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Quindi, l’unico termine da considerare nel calcolo di un generica autofunzione è quello che si trova con la condizione n=m:
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Da cui si ottiene, risolvendo anche gli integrali:
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Applicando la (35) si può scrivere però che:
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Inserendo in questa espressione nell’espressione di calcolo di Cm si ottiene:
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(40)
La (40) permette quindi di calcolare i coefficienti della sommatoria, noti gli autovalori. Sostituendo la (40) nella (37), si ha:
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(41)
Utilizzando la definizione di 
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 posta all’inizio della trattazione la (41) nella forma dà che:
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(42)

Le (41) e (42) rappresentano due forme della soluzione del problema del transitorio termico per Bi>40: le forme d’onda così calcolate aderiscono abbastanza bene alla realtà.
Caso Bi>40: studio di geometrie differenti dalla lastra piana

Per estendere questa trattazione per Bi>40 alla geometria cilindrica, alla geometria sferica e ad altre geometrie a queste riferibili, è possibile passare in coordinate cilindriche o sferiche separando sempre la dipendenza temporale (che risulterà uguale al caso di lastra piana) dalla dipendenza spaziale (in funzione del raggio). I risultati per lastra, cilindro e sfera sono formalmente simili.
1. Cilindro infinito
[image: image105.png]



Figura 3 - Cilindro di raggio R e lunghezza L infinita.
Prendendo il raggio R come lunghezza caratteristica, si trova una soluzione al problema in cui le autofunzioni sono le cosiddette funzioni di Bessel: J0, J1, J2,….
La soluzione espressa in forma adimensionale è:
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(43)
Dove J1(an*R) è la funzione di Bessel di ordine 1, calcolata sulla pelle.

La (43) vale per n da 1 a infinito e con i valori di an che rendono vera la condizione che impone che sulla pelle la funzione si annulli poiché per t=0+ la temperatura T vale la temperatura all’infinito:
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(44)
Gli autovalori sono gli an che annullano J0.
[image: image108.png]



Grafico 4 - La funzione di Bessel per le autofunzioni J0 e J1
J0 è una sorta di cosinusoide attenuata, mentre J1 è invece una sorta di sinusoide attenuata. J1 è calcolata con l’argomento pari a an*R, che è il valore che annulla la J0, da cui possiamo assumere che J1 sia costante. Dove J0 si annulla, infatti, J1 assume un valore ben definito. J0 descrive il profilo di temperatura dentro il cilindro, come il coseno nella lastra piana.
2. Sfera
[image: image109.png]



Figura 4 - Sfera di raggio r.
L’espressione in forma adimensionale dell’equazione differenziale è:
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(45)

I valori di an che rendono vera la (45) sono quelli che annullano la funzione seno:
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(46)
La (46) esprime la condizione che sulla pelle le autofunzioni siano identicamente nulle, ovvero che tutti i punti del corpo sulla pelle siano alla temperatura pari alla temperatura all’infinito.
3. Prisma con dimensioni finite
[image: image112.png]



Figura 5 - Prisma indefinito: si può considerare come intersezione di due lastre piane di spessore L1 e L2.
Consideriamo dapprima un prisma indefinito, ovvero dove lo scambio di calore lungo l’asse z è trascurabile. In questo caso, quindi, la temperatura varia secondo gli assi x e y: si tratta di un caso bidimensionale di trasmissione di calore. La geometria può essere interpretata come intersezione di 2 lastre piane di differenti spessori, posti L1 e L2.

Oltre a X(x) ci sarà anche una funzione Y(y) a comporre la funzione ausiliaria, che infatti è:
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Dove la parte esponenziale del tempo è in comune. Quindi si avrà:
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(49)
Consideriamo adesso il caso in cui il prisma ha dimensioni tali per cui bisogna considerare anche l’asse z (parallelepipedo di altezza finita per cui non sono trascurabili gli effetti di bordo):
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Figura 6 - Parallelepipedo di altezza finita: è l'intersezione di tre lastre piane.
In tal caso avremmo l’intersezione di tre lastre piane e lo studio diventa tridimensionale, con l’aggiunta della terza funzione spaziale Z(z):
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Ovvero:
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(51)
Nota: in generale vale che l’intersezione tra più geometrie comporta la combinazione, secondo il prodotto, dei risultati relativi alle singole geometrie, valendo l’ortogonalità tra le soluzioni stesse.
4. Cilindro di altezza finita
[image: image118.png]



Figura 7 – Barattolo: può essere visto come l’intersezione tra lastra piana spessa L e cilindro indefinito di raggio R.
Un corpo cilindrico di altezza finita L e raggio R può essere visto come intersezione fra un cilindro infinito di raggio R e una lastra piana spessa L. In questo caso si può scrivere il risultato in forma adimensionale come prodotto dei risultati corrispondenti:
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(52)
Si nota come il transitorio con questa geometria sia più rapido della singola geometria: ciò vuol dire che viene raggiunta prima la T*: ciò si deve al fatto che aumentano le direzioni di smaltimento del calore.

Si nota altresì che il risultato polidirezionale è la combinazione secondo il prodotto dei risultati monodirezionali se vale l’ortogonalità tra le soluzioni 
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 e Xi(xi): se ciò non è vero non è vera la regola di combinazione.
5. Geometrie complesse ottenute tramite intersezioni di geometrie semplici
Si possono considerare altri casi, come per esempio l’intersezione fra un cilindro e una sfera, tra una sfera e un prisma indefinito,…
In generale, i corpi di forma strana sono esprimibili con operazioni logiche di intersezione fra cilindri, sfere e lastre piane, da gestire con la regola del prodotto.

Negli anni ’50 sono stati creati dei grafici per la risoluzione dei problemi di transitori termici senza l’uso della calcolatrice. Essi riportano sia il caso di Bi>40, che il caso di 0,1<Bi<40.
Caso Bi<0,1 & 0,1<Bi<40 & Bi>40: soluzione grafica

Il nomogramma riportato al Grafico 4 permette una soluzione del problema di un transitorio termico relativo a diverse geometrie e diversi valori del numero di Biot: in particolare, non essendoci in letteratura soluzione analitica ai problemi con 0,1<Bi<40, risulta necessario ricorrere a questi diagrammi per risolvere problemi di transitori termici qualora il numero di Biot sia intermedio fra 0,1 e 40.
Per tutti gli altri casi (cioè per Bi<0,1 oppure Bi>40) sta alla discrezione di chi approccia il problema scegliere l’una o l’altra soluzione, non essendo l’una migliore dell’altra: la soluzione analitica ha in se il difetto di avvalersi di ipotesi semplificative per risolvere il problema, mentre quella grafica comporta inevitabili errori di misura intrinsechi all’estrazione di dati dal grafico.
Sul grafico abbiamo due curve:

· una curva è funzione della coordinata spaziale ascissa x. In particolare, la x rientra nel parametro 
[image: image121.wmf]d
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 è la dimensione caratteristica, e individua sul grafico un fascio di curve, evidenziato in blu;
· una curva è funzione del numero di Biot. In particolare, Bi rientra nel parametro m=1/Bi, e individua sul grafico l’inclinazione del fascio di curve (evidenziato in rosso).

Inoltre:

· in ascissa si ha il numero di Fourier Fo (tempo adimensionale);

· in ordinata si ha la temperatura adimensionale T*.

Inoltre osserviamo che nei nomogrammi la conducibilità termica è indicata con k al posto di 
[image: image123.wmf]l
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Figura 8 - Nomogramma tipo per la soluzione grafica al problema dei transitori termici.
Considerazioni generali:

· quando m=0 significa che il numero di Biot è infinito, quindi il grafico descrive il caso Bi>40, e si ha un fascio di rette;

· quando m=2 significa che Bi=0,5, quindi il grafico descrive il caso 0,1<Bi<40, e si ha ancora un fascio di rette;

· quando m=6 significa che Bi=0,17, quindi ci avviciniamo alla condizione Bi=0,1 e si ha un’unica curva;

· quando m è infinito significa che Bi=0, quindi non c’è transitorio termico e si ha una retta orizzontale.

I fasci di curve hanno valori di n che vanno da 0 a 1, dove n è l’ascissa adimensionale, quindi:

· quando x=0 si è sull’asse di simmetria del corpo. In tal caso n=0, quindi la retta n=0 esprime la storia temporale di ciò che accade nel nocciolo del corpo;

· quando x=L ci si trova sulla pelle. Su tale retta, quando Bi è infinito allora significa che istantaneamente la temperatura della pelle del corpo si porta alla temperatura all’infinito e quindi si ha una retta verticale, mentre se Bi<40 la curva dà l’evoluzione temporale della temperatura della pelle del materiale, legata alla temperatura all’infinito tramite il coefficiente di convezione h.

Nonostante queste osservazioni valgono per tutti i tipi di geometrie, al variare della geometria cambiano i dati numerici, pertanto ogni geometria ha il suo normogramma di riferimento.

A seguire riportiamo quindi il normogrammi per le geometrie più comuni, ovvero lastra piana infinita, sfera e cilindro. Si può osservare che la sfera è la geometria che massimizza lo scambio di calore: tra tutte le geometrie conosciute, infatti, è quella che il massimo rapporto superficie/volume.
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Grafico 5 - Nomogramma per la soluzione grafica del transitorio termico di una lastra piana di spessore δ: la conducibilità termica è riportata come k.
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Grafico 6 - Nomogramma per la soluzione grafica del transitorio termico di un cilindro di raggio interno r e raggio esterno R: la conducibilità termica è riportata come k.
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Grafico 7 - Nomogramma per la soluzione grafica del transitorio termico di una sfera di raggio interno r e raggio esterno R: la conducibilità termica è riportata come k.
3. Esercizio: transitorio termico di una mela
Si confronti questo esercizio con l’esercizio relativo alle sfere di rame della lezione del 12/04/2013.
Supponiamo di avere una mela (geometricamente assimilabile a una sfera di raggio R) di densità 
[image: image128.wmf]r

, conducibilità termica 
[image: image129.wmf]l

 e calore specifico a pressione costante cp. La mela si trova inizialmente a temperatura ambiente T0, e viene raffreddata investendola con un getto di acqua refrigerata a velocità 
[image: image130.wmf]¥
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 e temperatura 
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 fino a portarla a una temperatura del nocciolo Tfin vicino al congelamento:
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Dati:
r = 0,03 m      
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Per l’acqua si assumono i seguenti dati (ricavabili da tabelle):
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Richiesta: calcolare il tempo dopo il quale il centro della mela è a 4°C.
Soluzione analitica

Dato che il problema riguarda il moto esterno su una sfera, la formula di Ranz & Marshall permette di determinare Nu (vedi lezione del 12/04/2013). Innanzitutto dobbiamo però calcolare il numero di Reynolds:
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Poi calcoliamo anche il numero di Prandtl dell’acqua:
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Quindi applichiamo Ranz & Marshall:
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Quindi il coefficiente di convezione h è:
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Pertanto il numero di Biot è, posto L=r:
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Il numero di Biot è molto grande, oltre 40, quindi ci troviamo nel caso di transitorio puramente conduttivo. Utilizziamo quindi le formule analitiche riportate precedentemente per la geometria sferica nel caso Bi>40, ovvero le equazioni (45) e (46).
Siccome si vuole sapere dopo quanto tempo la temperatura sul nocciolo arriva a 4 °C, ci interessa esaminare la coordinata spaziale con r=0:
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Il limite nella quadra è un limite notevole, e risulta 1, quindi rimane che, ricordando a fianco anche come deve essere assunto n:
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Dove ricordiamo anche che:
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Quindi il fattore moltiplicativo di all’esponente del numero di Nepero si calcola come segue, inserendo i dati:
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Inserendo queste definizioni nell’equazione di calcolo di Tsfera* si ottiene:
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Questa formula permette in ogni istante di tempo t di conoscere la temperatura adimensionale della sfera nel nocciolo. Per esempio, trascorso 1 minuto (t=60 s) dopo che la mela è stata investita dal getto d’acqua gelida, la temperatura adimensionale della mela è:
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Come si nota, man mano che aumenta n i termini della sommatoria diventano sempre più piccoli, e arrivati a un certo punto si possono considerare nulli, quindi il valore della sommatoria converge.
Nota la Tsfera* si può poi calcolare la T applicando la definizione:
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Ovvero, sostituendo i dati:
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La tabella seguente riporta i valori sia di Tsfera* che della relativa T calcolati a vari istanti di tempo:
Tabella 1 - Risultati per la temperatura del nocciolo in funzione del tempo nel caso del transitorio termico di una mela
	t=
	T*sfera(0,t)=
	T(0,t)=

	1 min
	1,84-1,45+0,97-0,55+0,26-0,11+…=1,00
	T0

	5 min
	1,33-0,40+0,05-…=0,98
	20,62°C

	10 min
	0,89-0,08+…=0,81
	17,39°C

	20 min
	0,40-…=0,40
	9,6°C

	30 min
	0,18
	5,42°C

	40 min
	0,08
	3,52°C

	50 min
	0,04
	2,76°C


Osservazioni:

· dopo 1 minuto la temperatura adimensionale è pressoché unitaria, infatti il tempo trascorso è poco e il nocciolo è ancora alla temperatura iniziale T0, dopodiché man mano che t aumenta la temperatura adimensionale si abbassa tendendo a 0, infatti la temperatura tende a raggiungere il valore pari a 
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T

;

· dall’istante t=20 min l’unica armonica che influisce sul risultato è la prima (n=1), quindi la T*sfera si calcola semplicemente ponendo n=1;

Siccome richiesta dell’esercizio è calcolare il tempo dopo il quale la temperatura del nocciolo della mela raggiunge i 4°C, la precedente tabella indica che tale temperatura è raggiunta fra i 30 e i 40 minuti di permanenza della mela sotto al getto d’acqua. E’ possibile comunque effettuare il calcolo preciso andando a utilizzare le formule utilizzare per comporre la tabella al contrario, imponendo ciò la temperatura e andando a calcolare l’istante di tempo relativo, passando sempre attraverso la temperatura a adimensionale:
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Quindi, considerando solo la prima armonica, ovvero considerando solo il termine n=1 della sommatoria (infatti come visto prima già il secondo termine è molto piccolo), possiamo calcolare:
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Soluzione grafica

Prendiamo il grafico della geometria sferica. Nel grafico si entra con i seguenti dati:
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Grafico 8 – Soluzione grafica per geometria sferica.
Dal grafico si estrapola quindi il numero di Fourier, che è:

Fo = 0,3
Adesso applichiamo la definizione del numero di Fourier scritta come equazione (5):
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Dove:

L = r = 0,03 m             
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Quindi:
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Il risultato è quindi perfettamente coerente con la soluzione analitica!
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