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NB: i capitoli di ripasso parti 1, 2 e 4 non sono materia d’esame (sono stati riportati solo per rendere maggiormente comprensibili gli argomenti oggetto di questa lezione). Per ricordare questo fatto, i titoli di quei capitoli sono evidenziati…
Concept Map
[image: image1.png]SCAMBIO
TERMICO

MOTO DI
ASSIEME

CONDUZIONE

CONVEZIONE:

Equazione della

diffusione

B EBE3





Ripasso Parte 1: Operatori Di Funzioni Vettoriali
Già nel corso delle precedenti lezioni abbiamo incontrato l’operatore gradiente. Nel corso di questa lezione incontreremo altri due operatori: il laplaciano (detto anche “laplaciano quadro”) e la derivata totale. Questi tre operatori, insieme all’operatore divergenza, formano un “poker” di operatori che, per la loro capacità di sintetizzare le equazioni vettoriali (che così possono essere scritte in forma compatta, senza necessità di scrivere gli sviluppi scalari nelle tre dimensioni) sono utilizzati moltissimo nelle materie ingegneristiche, prime fra tutte la termofluidodinamica. E’ utile pertanto conoscerli bene, e a questo scopo è dedicato questo brevissimo capitolo.
Cominciamo col fissare un sistema di riferimento x-y-z e una qualsiasi quantità scalare (K). Fissiamo poi un qualsiasi vettore (
[image: image2.wmf]K

r

) e il vettore velocità del sistema di riferimento (
[image: image3.wmf]v

r

)come segue:
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Fissando poi il vettore gradiente (
[image: image5.wmf]Ñ

) come il vettore delle derivate parziali lungo l’asse cui è riferita la componente, ovvero:
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Detto ciò, le definizioni dei quattro operatori precedentemente menzionati sono le seguenti (come si nota, la definizione varia a seconda che l’argomento sia una quantità scalare o un vettore, quindi è necessario riportare entrambi i casi):
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Nonostante lo scopo ora non è quello di svolgere una lezione di analisi matematica 2, è utile comunque ricordare un fatto fondamentale: in campo di moltiplicazione fra vettori non vale la proprietà commutativa. Ciò comporta la seguente osservazione:

[image: image8.wmf]Ñ

×

¹

×

Ñ

K

K

r

r


Infatti il termine a sinistra è uno scalare, mentre quello a destra è una matrice! Questa osservazione è utile per comprendere al meglio il al termine all’interno dell’equazione di Navier-Stokes per il fluido comprimibile (che vedremo nel capitolo successivo), poiché infatti vale che:
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Ripasso Parte 2: Equazioni Base Della Termofluidodinamica
Per poter comprendere al meglio gli argomenti trattati in questa lezione è forse utile svolgere un ripasso di concetti già noti da corsi precedenti (in particolare, fisica tecnica e meccanica dei fluidi). Tanto per cominciare proponiamo una tabella che riassume alcune delle le equazioni basilari necessarie per lo studio della termofluididinamica (alcune delle quali esaminate anche nelle lezioni precedenti):
	
	SCAMBIO TERMICO
	DIFFUSIONE

	Conduzione
	Legge di Fourier:
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	Legge di Fick:
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	Equazione di Fourier (equazione di diffusione del calore):
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	Equazione di Fick
(equazione di diffusione della massa):
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	Moto d’assieme
	Legge di Fourier generalizzata:
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	Legge di Fick generalizzata:
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	Convezione
	Legge del raffreddamento di Newton:
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	Legge della diffusione convettiva:
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	Equazione di bilancio dell’energia termica:


[image: image18.wmf]p

p

G

c

T

c

q

Dt

DT

×

r

×

Ñ

×

l

+

×

r

=

2

&


	Equazione di bilancio della diffusione convettiva:
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Questa prima parte della tabella riassume quindi i risultati per l’analisi:

· dello scambio di calore: questi risultati sono già noti da corsi precedenti;

· della diffusione: questi risultati sono stati trattati nelle lezioni precedenti per quanto riguarda la parte di conduzione (e del moto d’assieme), mentre i risultati per la parte di convezione li analizzeremo in questa lezione.
Possiamo ricordare che si possono combinare fra loro la legge di Fourier e la legge di raffreddamento di Newton per ottenere la seguente legge (che descrive lo scambio di calore convettivo fra un fluido fermo e un fluido in moto), che possiamo definire “legge di Fourier & Newton”:
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Nella successiva tabella proponiamo invece le equazioni utili per l’analisi del moto dei fluidi:
	MOTO DEL FLUIDO

	Legge costitutiva dei fluidi newtoniani (legge di Newton):
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Legge costitutiva dei fluidi newtoniani generalizzata:
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Equazione di continuità:
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Equazione del moto di Cauchy (equazione di bilancio della quantità di moto per un fluido generico):
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Equazione di Navier-Stokes (equazione di bilancio della quantità di moto per un fluido newtoniano) nel caso di fluido comprimibile:
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Equazione di Navier-Stokes (equazione di bilancio della quantità di moto per un fluido newtoniano) nel caso fluido incomprimibile:
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Equazione di bilancio dell’energia termica+meccanica (equazione di bilancio dell’energia globale):
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Delle volte però l’equazione di Navier-Stokes è scritta in questo modo:
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Dove è stata inserita la definizione di carico isometrico (ps).
A seguire, oltre alla definizione di quest’ultimo parametro, si riporta un sunto dei simboli presenti nelle equazioni fin ora enunciate:
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Inoltre possiamo anche ricordare che l’equazione di bilancio dell’energia termica (equazione riportata nel caso di scambio termico per convezione) si può ricavare anche a partire dall’equazione di bilancio dell’energia termica+meccanica. Partiamo moltiplicando l’equazione del moto di Cauchy per il vettore velocità:
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Svolgendo i conti e ricordando che:
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Si otterrà che:
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Che di fatto esprime l’equazione di Navier-Stokes “dal punto di vista” dell’equazione di bilancio dell’energia termica+meccanica. Poiché l’equazione di Navier-Stokes di fatto è l’equazione di bilancio dell’energia meccanica, sottraendola all’equazione dell’energia termica+meccanica si otterrà di conseguenza un’equazione di bilancio dell’energia termica, che possiamo chiamare “equazione di bilancio dell’energia termica generale”:
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Dove abbiamo chiamato con 
[image: image34.wmf]F

 una particolare funzione delle tensioni normali e tangenziali chiamata solitamente “funzione di dissipazione”:
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E dove abbiamo considerato che vale che:
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Ora proseguiamo con queste osservazioni:
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Con tali semplificazioni l’equazione di bilancio dell’energia termica generale diventa proprio l’equazione di bilancio dell’energia termica proposta nella tabella riassuntiva, come volevasi dimostrare. Il fatto fondamentale di cui tener conto, quindi, è che l’equazione di bilancio dell’energia termica vale sotto l’ipotesi di fluido incomprimibile. In realtà, abbiamo implicitamente fatto anche le seguenti ipotesi durante tutta la trattazione:
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Il seguente schema illustra il procedimento logico che abbiamo appena descritto:
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Concludiamo questo capitolo con alcune osservazioni qualitative. Innanzitutto possiamo osservare che, come già fatto in precedenza riguardo alla legge di Fick, si può sfruttare l’analogia fra scambio termico e diffusione anche per dedurre immediatamente la legge della diffusione convettiva (difatti analoga alla legge di raffreddamento di Newton) e volendo anche per dedurre l’equazione di Fick (oppure, allo stesso modo, l’equazione di bilancio della diffusione convettiva). Quest’ultima è però è meno banale da rapportare immediatamente all’equazione di Fourier, in quanto bisognerebbe dedurre subito che:
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Questo fatto non si può capire senza una dimostrazione analitica, dimostrazione che affronteremo nel corso di questa lezione.
Osservazione: in letteratura spesso il coefficiente 
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 viene invece chiamato 
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. Tale notazione però rischia di creare della confusione, in quanto quando si vanno a svolgere i calcoli ci si potrebbe sbagliare andando a svolgere la radice quadrata prima di inserirlo nell’equazione di Fourier. Per evitare questa ambiguità in questo documento il fattore 
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[image: image45.wmf]a

, anche se in altre lezioni sarà utilizzato 
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Un’ultima osservazione che si può fare osservando la tabella è che le equazioni di Fourier, Fick e Navier-Stokes sono leggi basilari che si traducono poi (tramite dimostrazioni basate sullo studio di volumi infinitesimi di fluido) in equazioni differenziali di II° ordine:
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Per lo studio completo dei fenomeni di scambio termico, moto del fluido e diffusione si devono utilizzare sia le “leggi” che le “equazioni”:

· condizioni al contorno: le “leggi” funzionano da condizione al contorno, ovvero permettono lo studio dei fenomeni agli estremi nel dominio, cioè sulla superficie che delimita il volume di fluido considerato;
· studio dei punti interni al dominio: le “equazioni” servono per analizzare il fenomeno fisico all’interno del dominio, cioè all’interno del volume di fluido considerato. Le “equazioni” permettono infatti di studiare per ogni punto del dominio il campo di moto e i fenomeni di diffusione e scambio termico. Il problema è però che le “equazioni” (esclusi casi particolarissimi) vanno spesso risolte con metodi numerici approssimati (quindi tramite calcolatore): essendo infatti di forma “differenziale”, per essere risolte le equazioni andranno integrate, procedimento che nella pratica applicativa è molto spesso impossibile da svolgere in maniera analitica.
Ripasso Parte 3: Adimensionalizzazione

Altro concetto chiave che verrà fuori durante la lezione è quello di adimensionalizzazione delle equazioni. Questo concetto è stato già affrontato in corsi precedenti (in particolare fisica tecnica), però conviene sempre svolgere un rapido riepilogo per avere sempre un quadro generale. Innanzitutto diciamo che il processo di “adimensionalizzazione” di un’equazione serve letteralmente a rendere adimensionale, cioè a privare dell’unità di misura, l’equazione stessa: per fare ciò si definiscono dei raggruppamenti adimensionali dette “grandezze adimensionali”, che altro non sono che i parametri che rientrano nell’equazione resi però “artificialmente” privi delle unità di misura. Innanzitutto bisogna definire le seguenti costanti:
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Osservazione: la scelta di L è giustificata da motivazioni fondamentalmente empiriche. Dal punto di vista teorico tale scelta è del tutto irrilevante, mentre dal punto di vista pratico è figlia del “fitting” dei dati (nella pratica, infatti, la scelta assennata di un certo valore di L piuttosto che un altro può permettere di fittare meglio i risultati).

A seguire sono riportati tutti i parametri adimensionali che servono per adimensionalizzare le equazioni su scambio di calore e moto del fluido (parametri che sono vere e proprie definizioni: non c’è nessun fondamento teorico sotto!):
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Utilizzando questi parametri si possono elaborare le equazioni principali per scambio termico e moto del fluido come segue:
	
	Equazione “standard”
	Equazione adimensionale

	Equazione di Navier-Stokes per il fluido incomprimibile
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	Legge di Fourier & Newton
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	Equazione di bilancio dell’energia termica con ipotesi 
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Come si nota, durante il processo di adimensionalizzazione nascono ulteriori raggruppamenti, anch’essi adimensionali, cui viene “storicamente” attribuito un nome proprio. Ecco i numeri che sono comparsi nell’adimensionalizzazione delle equazioni precedenti:
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Riguardo alla lunghezza caratteristica (L) è opportuno svolgere una considerazione: tale lunghezza è appunto un parametro caratteristico del sistema che si sta studiando avente unità di misura di una lunghezza (quindi, nel Sistema Internazionale, il metro). Questa però è una definizione assolutamente generale: delle volte, infatti, studiando un problema, potrebbe tornare comodo non usare il simbolo “L” per indicare la lunghezza caratteristica, ma magari un altro simbolo che “esprime meglio il concetto”. Un esempio che capita spesso è quello dello studio dei flussi in tubature: in questo caso di solito la lunghezza caratteristica è un diametro, quindi si preferisce utilizzare il simbolo D piuttosto che L. Per questo motivo spesso si esplicita al pedice dei numeri che contengono la lunghezza caratteristica (per lo scambio termico, Re e Nu) quale lunghezza caratteristica si è utilizzata per calcolarli, cioè:
	Caso generale
	Caso particolare: L=D
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Fin ora non abbiamo trattato l’adimensionalizzazione delle equazioni per la diffusione: questo lo vedremo nel corso della lezione, ma già da ora possiamo far nuovamente notare come ci sia una forte analogia con scambio termico. Infatti possiamo definire i seguenti numeri (dove la doppia freccia indica appunto l’analogia con lo scambio di calore):
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Dall’analogia scambio termico-diffusione si comprende che:

· Sh si ottiene adimensionalizzando la legge di Fick combinata alla legge della diffusione convettiva. Non esplicitiamo il procedimento, ma è di fatto analogo a quello illustrato per Nu;

· Sc si ottiene adimensionalizzando l’equazione di bilancio della diffusione convettiva, oppure anche l’equazione Fick. Più avanti ciò lo vedremo nel dettaglio.
Come ultima osservazione possiamo notare che trattando la legge di Fick avevamo definito DAB per analogia con la legge di Fourier (si veda anche la tabella riassuntiva proposta nell’introduzione), cioè avevamo stabilito che:
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Ora però abbiamo anche stabilito l’analogia fra numero di Schmidt e numero di Prandt, che consiste (visto che il termine della viscosità cinematica rimane sempre presente) nel stabilire un’analogia di DAB anche con la diffusività termica. Infatti:
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Come già osservato in precedenza, questa analogia (che di fatto è assolutamente corretta) sarà dimostrata andando a dimostrare l’equazione di Fick, come più avanti faremo.
Ripasso Parte 4: Tipologie Di Convezione
Come ultima nota di ripasso, possiamo ricordare la differenza fra conduzione e convezione, nonché in ambito della convezione la differenza fra convezione forzata e naturale. Cominciamo con la definizione di conduzione e convezione (di solito viste nell’ambito dello scambio di calore, ma che per analogia si possono poi estendere anche alla diffusione, infatti non si parlerà di “scambio di calore” ma in generale di “scambio”, che può significare dunque anche scambio di massa):
· conduzione: scambio che si realizza con fluidi e/o solidi a contatto e reciprocamente fermi;
· convezione: scambio che si realizza con fluidi e/o solidi a contatto e reciprocamente in movimento.

La differenza fra la conduzione e la convezione risiede quindi nel fatto che nella conduzione non c’è moto relativo fra le entità studiate, mentre nella convezione le entità sono in moto relativo, cioè entra in gioco anche il moto relativo delle entità che si scambiano calore/massa. Questo fatto da un punto di vista analitico si traduce in questo modo:


[image: image63.wmf]Dt

D

:

utilizzare

  

bisogna

v

convezione

t

Dt

D

v

conduzione

Þ

¹

Þ

¶

¶

=

Þ

=

Þ

0

0

r

r


Da ciò si comprende facilmente che la conduzione è un caso particolare della convezione: in particolare, la conduzione si ottiene a partire dalla convezione annullando in quest’ultima i termini inerenti alla velocità.
Vediamo ora la differenza fra i due tipi possibili di convezione (che in realtà sono tre, considerando anche il caso combinato):
· convezione forzata: convezione che avviene qualora il moto relativo fra le entità oggetto di studio è originato da forze esterne al sistema;
· convezione naturale: convezione che si origina spontaneamente. Ciò avviene qualora il fenomeno fisico che si sta studiando origini come implicazione secondaria anche la produzione di un campo di moto relativo delle entità oggetto di studio;
· convezione mista: fenomeno combinato di convezione forzata e convezione naturale.
In ambito ingegneristico la convezione forzata avviene laddove un fluido è movimentato da una macchina (per esempio, aria movimentata da un ventilatore). Per quanto riguarda la convezione naturale, parlando di scambio termico è facile comprendere che essa avvenga qualora almeno una delle due entità a scambiare calore è un fluido, ancor meglio se areiforme (cioè gas o vapore). Quando avviene lo scambio di calore, infatti, si modifica anche la densità del fluido (si pensi per esempio alla legge dei gas perfetti, 
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) e a seguito di ciò, sotto l’azione della forza di gravità, il fluido tende a muoversi: se il fluido ha ricevuto calore venendo a contatto con un corpo più caldo la sua densità diminuirà pertanto il fluido tenderà a salire verso l’alto, e viceversa venendo a contatto con un fluido freddo il fluido tenderà a scendere verso il basso. Il tutto è illustrato dal seguente schema:

	Convezione naturale
	Convezione forzata
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Ora però sorge una domanda: come si interpreta la convezione naturale riguardo al fenomeno della diffusione? Ebbene, la risposta è che in campo diffusivo non esiste l’equivalente della diffusione naturale, questo perché la diffusione di per se non innesca un moto di assieme del fluido che possa a sua volta incrementare il campo diffusivo stesso. Questa è la ragione per cui in campo diffusivo interessa studiare principalmente la convezione forzata.
Convezione: Leggi Per Le Condizioni Al Contorno
Cominciamo col definire le condizioni al contorno in campo termico. Ingegneristicamente, quando vengono elaborate equazioni e leggi si cerca di compattarle secondo la regola del “single number”, ovvero si cerca di creare una relazione fra due grandezze per mezzo di un coefficiente. Nel caso dello scambio termico, per elaborare l’equazione di Fourier il “single number” utilizzato è il coefficiente di convezione (h), dal quale deriva poi la formulazione seguente (legge chiamata “legge del raffreddamento di Newton”):
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In realtà la legge di raffreddamento di Newton non è nemmeno una legge fisica: infatti h varia con il salto di temperatura, quindi non è costante e di conseguenza il legame tra q e ΔT non è lineare. Questa relazione è solo un modo di rappresentare il mondo fisico rendendo apparentemente proporzionale il legame fra flusso di calore e salto di temperatura, ma in realtà tale legame è tutt’altro che lineare!
Nel campo diffusivo come al solito possiamo ricorrere all’analogia, cosicché possiamo esprimere legge della diffusione convettiva in questo modo:
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Al pari della legge di raffreddamento di Newton, anche questa legge non è una legge fisica: la relazione fra flusso della specie chimica A e differenza delle densità non è in realtà lineare, poiché il coefficiente hm non è una costante assoluta (infatti varia al variare della densità).
La legge di diffusione convettiva si può esprimere anche in forma molare:
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Come vedremo nel successivo capitolo, i valori di h (e quindi anche di hm) vengono calcolati da formule empiriche ricavate da “curve fitting” di dati sperimentali.
Relazione Di Dittus-Boelter
Il valore di h per un flusso interno (cioè per un fluido che scorre all’interno di una tubazione) in regime di moto turbolento (Re>4000) si può calcolare tramite la relazione empirica di Dittus-Boelter, che è la seguente:
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Dove il coefficiente m si determina in questo modo:
· m=0.4 se il tubo è più caldo del fluido (fluido riscaldato);

· m=0.3 se il tubo è più freddo del fluido (fluido raffreddato).

Ulteriori informazioni su questa relazione, e altri tipi di relazioni (sempre empiriche) per calcolare il valore di h verranno fornite nelle prossime lezioni, in particolare quelle sul flusso interno e sul flusso esterno.
In ogni caso, una volta trovato il valore di h si può calcolare i numero di Nusselt. In alternativa si può procedere sostituendo la definizione del numero di Nusselt nella precedente relazione, cosicché si può riscrivere come segue (si ottiene così la forma più comune della relazione Dittus-Boelter):
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In quanto empirica, la relazione di Dittus-Boelter non è molto precisa, e generalmente comporta un errore nella valutazione del valore di h di circa il 30%. Tuttavia, in campo termico, un errore di tale entità è più che accettabile.
A questo punto possiamo passare al campo diffusivo tramite analogia. Ciò che ne deriva è la seguente relazione:
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Come si nota l’analogia è molto stretta: addirittura non è solamente formale (cioè le due formule non hanno solamente corrispondenza nei raggruppamenti adimensionali) ma è anche sostanziale (i coefficienti numerici che entrano nelle due formule sono quantitativamente identici!).

Convezione: Modellazione Differenziale Per Lo Studio Dei Punti Interni Al Dominio
Vediamo ora di affrontare il problema della conduzione dal punto di vista dell’analisi differenziale. In altre parole, vediamo di dimostrare quella che si può definire l’“equazione di bilancio della diffusione convettiva”, che poi darà origine (in regime di moto permanente) all’equazione di Fick.
Per cominciare prendiamo un volume di controllo V e definiamo la superficie S che lo delimita (in pratica S è la “pelle” del volume V):
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La superficie che delimita il volume di controllo è ipotizzata essere una superficie in generale impermeabile, con sole due regioni permeabili che consentono l’ingresso e l’uscita del fluido (quindi di fatto si può immaginare il volume di controllo come un serbatoio a due “imbocchi”). Di conseguenza si ha a che fare con un sistema aperto caratterizzato da una due portate:
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Non è detto che tali portate siano sempre uguali, infatti in generale si potrebbero anche avere dei transitori di massa: in altre parole, potrebbero anche esserci degli istanti in cui si verifica un accumulo e altri in cui si verifica uno svuotamento. Quindi, per un’analisi generale, risulta necessario effettuare un bilancio tra quanto entra e quanto esce nell’unità di tempo:
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Questa non è altro che l’equazione di continuità della specie chimica A nel campo diffusivo, dove abbiamo indicato:
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In altre parole, MA rappresenta l’accumulo di massa (o la perdita di massa, se ha segno negativo) della specie A all’interno del volume V nell’intervallo di tempo dt. Il pedice “st” della portata di massa accumulata indica semplicemente “stored” (ovvero di accumulo, tradotto in inglese).

Se supponiamo, per ipotesi, di essere in regime stazionario (regime in cui, per definizione, tutti i parametri rimangono invariati nel tempo, ovvero regime in cui il sistema si è “assestato”) vale che:
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Questa è ovviamente una condizione altamente preferibile, tuttavia in molti casi nella realtà si devono affrontare sistemi instabili, in cui è possibile individuare un andamento oscillatorio delle grandezze.
Ora consideriamo un volume cubico infinitesimo in un sistema di riferimento tridimensionale all’interno del nostro volume di controllo:
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Definiamo poi:
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Sappiamo già che questa particolare portata è governata dalla legge di Fick generalizzata (equazione che è vettoriale), infatti in tale legge compariva il vettore portata in massa diffusiva della specie A, che è il seguente:
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Comunque ora vogliamo studiare solo il comportamento del sistema in direzione parallela all’asse x, quindi chiaramente consideriamo solo il termine nAx di questo vettore. Già che ci siamo possiamo anche andare a sviluppare l’equazione di Fick generalizzata lungo l’asse x, che risulta essere:
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Che possiamo riscrivere utilizzando la solita notazione abbreviata (già vista nella lezione dedicata alla legge di Fick generalizzata, cui si rimanda per eventuali chiarimenti):
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Poiché come detto stiamo studiando il flusso lungo l’asse x, l’area di passaggio del flusso nAx sarà la seguente:
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Con queste notazioni la portata in massa in direzione parallela all’asse x si può calcolare così (ciò si può capire anche svolgendo l’analisi dimensionale):
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Quindi si potrà scrivere che:
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Infatti all’entrata del flusso nel volume infinitesimo la coordinata sull’asse x è esattamente x, mentre all’uscita (poiché il cubo è stato posto largo dx) la coordinata sarà x+dx.
Ora torna utile far ricorso allo sviluppo di Taylor. Tale sviluppo (che arrestiamo al termine di primo ordine, secondo l’ipotesi di Bussinesq) è in generale il seguente:
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Quindi, vedendo 
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 come la funzione f(x+dx), e notando poi che in tal caso f(x) è esattamente 
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, possiamo scrivere che:

[image: image92.wmf]dx

x

M

M

M

x

Ain

x

Ain

x

Aout

×

¶

¶

+

=

-

-

-

&

&

&


Sapendo ciò possiamo utilizzare l’equazione di continuità applicata in direzione dell’asse x per calcolare la portata di accumulo:
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Quindi, esplicitando il termine 
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, abbiamo ottenuto esattamente che:
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Ora poniamo:
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E ipotizziamo poi di essere in condizioni tali per cui:
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In tal modo possiamo riscrivere l’equazione di 
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 come segue (considerando implicitamente che la densità e la velocità sono riferite all’ascissa x):
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Abbiamo così completato lo studio in direzione dell’asse x. Compiendo identici ragionamenti anche nelle direzioni degli assi y e z si arriverà a dimostrare che:
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A questo punto è possibile ricavare il valore della portata di accumulo totale:
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Che tramite i risultati precedentemente ottenuti diventa:
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Il primo termine dell’equazione rappresenta la divergenza del vettore velocità moltiplicato a ρA, mentre il secondo rappresenta l’operatore laplaciano di ρA, quindi possiamo riscrivere l’equazione come segue:
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A questo punto prendiamo in esame un sistema in cui avvengono scambi di massa:
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Dove abbiamo indicato:
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Analizzando l’ultima espressione ottenuta, notiamo che i termini ndiff e nconv che abbiamo appena menzionato effettivamente sono stati considerati, poiché valgono le seguenti relazioni:
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Ciò che manca nella precedente equazione è quindi la portata generativa, che dobbiamo andare ad aggiungere. L’equazione di calcolo della portata di accumulo diventerà quindi la seguente:
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Arrivati a questo punto possiamo notare che:
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Tramite quest’ultima relazione l’equazione di calcolo della portata di accumulo diventa:
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Poiché la velocità varia meno della densità, per dx piccoli possiamo considerala costante (sempre tramite l’ipotesi di Boussinesq), quindi:
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Tramite questa approssimazione possiamo riscrivere l’equazione come segue:
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Che equivale a:
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Utilizzando poi la definizione di derivata tortale possiamo semplificare la scrittura del membro a sinistra, cosicché l’equazione diventa:
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Che è proprio l’“equazione di bilancio della diffusione convettiva”. Si può notare come se anziché utilizzare la legge di Fick generalizzata avessimo utilizzato la legge di Fick “semplice” (cioè se avessimo scelto di porre nulla la velocità) si sarebbe ottenuto che:
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Cioè si sarebbe ottenuta l’“equazione di Fick”, equazione che di fatto non vale per la convezione ma solo per la conduzione.
Questi due risultati li abbiamo inseriti nella tabella riassuntiva proposta all’inizio di questo documento, contesto nel quale si nota molto bene come tutto il discorso fatto è come al solito perfettamente analogo al caso di scambio di calore…
Infine può essere utile riscrivere l’equazione di bilancio della diffusione convettiva in termini non più massici ma molari, che è la seguente:
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Dove abbiamo posto come solito:
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Adimensionalizzazione Delle Equazioni
Per utilizzare meglio le analogie fra le diverse equazioni che governano differenti fenomeni è utile scriverle in forma adimensionalizzata, così da permettere un passaggio più agevole da un fenomeno all’altro (passaggio senz’altro più semplice e immediato se non sono presenti unità di misura). Inoltre con questa operazione andiamo a ridurre le variabili del problema, questo perché nella forma adimensionalizzata tali variabili compaiono raggruppate.

L’equazione che decidiamo di adimensionalizzare è l’equazione di bilancio della diffusione convettiva in forma molare con ipotesi:
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Quindi l’equazione da cui partiamo è la seguente:
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Ora, il primo passo da svolgere per adimensionalizzare questa equazione è quello di fissare le costanti di adimensionalizzazione, ovvero:
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Ora possiamo definire le variabili adimensionali:
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Ora andando a sostituire le definizioni delle variabili adimensionali all’interno dell’equazione da adimensionalizzare si otterrà:
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Ma considerando che CA0 è una costante vale ovviamente che:
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Quindi la precedente equazione equivale a:
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Ovvero:
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Moltiplicando il secondo membro per 
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 (cioè per il rapporto fra le viscosità cinematiche) l’equazione non varia, però in tal modo riusciamo ad ottenere i classici numeri adimensionali:
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Pertanto abbiamo ottenuto il seguente risultato:
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Come sempre possiamo far notare la perfetta analogia con lo scambio termico, la cui equazione ricordiamo essere la seguente (vedi anche capitolo di ripasso parte 3):
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Come già visto nei capitoli dedicati al ripasso, oltre alla diffusione e allo scambio di calore c’è anche lo studio del moto del fluido, che come abbiamo visto è gestito dall’equazione di Navier-Stokes. Tale equazione, presa per un fluido incomprimibile e adimensionalizzata, è la seguente:
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Utilizzando questa equazione abbiamo quindi la possibilità di riportare anche l’andamento della velocità adimensionalizzata.

Ora possiamo confrontare fra loro le ultime tre equazioni scritte, e compiere le seguenti osservazioni:

· se Sc=Pr le equazioni adimensionalizzate di scambio di calore e diffusione diventano proprio uguali: la diffusione ha cioè lo stesso andamento dello scambio di calore;
· se Sc=Pr=1 e se 
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, l’equazione di Navier-Stokes adimensionalizzata diventa uguale alle equazioni adimensionalizzate di diffusione e scambio di calore (ottenute prima): in questo caso, quindi, la diffusione ha lo stesso andamento dello scambio di calore (infatti è soddisfatta la condizione Sc=Pr) e in più ha anche lo stesso andamento del moto del fluido!
Attenzione però: quelle che stiamo comparando sono equazioni differenziali! Questo significa che per verificare se effettivamente le funzioni CA*, T* e v* sono uguali fra loro (in tutti i punti) non basta che siano uguali le equazioni differenziali, ma devono essere anche uguali le condizioni al contorno!
Quindi, riassumendo, possiamo affermare che, se le condizioni al contorno di CA*, T* e v* sono uguali, allora vale che (dove nella scrittura della seconda relazione abbiamo ipotizzato che il vettore velocità sia perfettamente parallelo all’asse y):
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E’ importante sottolineare che entrambi i casi sono casi molto particolari, specialmente il caso di analogia completa: in generale, infatti, i casi in cui il gradiente di pressione è trascurabile nella pratica sono molto rari. Questo perché quando un fluido in moto lambisce una superficie, a contatto della superficie stessa si hanno dei gradienti di pressione che fanno muovere il fluido: 
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 è proprio il termine che causa il movimento del fluido (pertanto in generale è non nullo).
Condizioni Al Contorno Di CA*, T* E v*
Innanzitutto notiamo che le equazioni differenziali che definiscono le variabili CA*, T* e v* sono equazioni differenziali di secondo ordine: dall’analisi matematica sappiamo che per poter essere risolte (con soluzione univoca) servono esattamente 2 condizioni al contorno per ognuna delle tre variabili. Bisogna quindi sapere, per esempio, i valori di CA*, T* e v* agli estremi del dominio. Lasciando stare per il momento la variabile tempo (i transitori li studieremo alla fine del corso, per ora supponiamo di essere in regime stazionario), indicando come al solito con “
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” l’estremo superiore del dominio (cioè la zona limite che separa il fluido disturbato dal fluido indisturbato) e ipotizzando che la velocità sia parallela all’asse y, le condizioni al contorno (definibili anche “condizioni agli estremi”) potrebbero quindi essere le seguenti:
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Posto ciò, dire che le condizioni al contorno di CA*, T* e v* sono uguali significa affermare che:
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Quindi, per quanto detto nel precedente capitolo, solo se valgono le condizioni appena scritte possiamo dire che:
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Sistema Piano: Definizione E Studio Generale
Supponiamo ora per ipotesi di trovarci nel seguente caso particolare:

· sistema piano: la variazione delle funzioni CA*, T* e v* avviene solo lungo un’asse (che poniamo arbitrariamente essere l’asse z). Quindi si avrà che: CA*=CA*(z*), T*=T*(z*) e v*=v*(z*);

· vettore velocità parallelo all’asse y: l’unica componente del vettore velocità adimensionale che è non nulla è v*. In tal caso, quindi, v* e coincide col modulo del vettore velocità adimensionale;

· moto stazionario: le funzioni CA*, T* e v* sono costanti nel tempo.

In tal caso le equazioni che definiscono diffusione, scambio termico e moto del fluido si semplificano, e diventano:
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Se quindi fossimo così fortunati da trovarci nel caso di completa analogia (ovvero se: Sc=Pr=1 & 
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), le tre equazioni sarebbero:
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Le equazioni differenziali sono quindi identiche e del tipo:
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Si può dimostrare che la soluzione di questa equazione differenziale è:
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Dove a1 e a0 sono costanti che dipendono dalle condizioni al contorno, da cui si capisce come anche la condizione al contorno di K* influisce sul risultato (cosa precedentemente spiegata in modo qualitativo). Si può facilmente dimostrare anche che vale che:
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Quindi (sempre sotto l’ipotesi di analogia completa) se CA*, T* e v* fossero tutte e tre nulle per z=0 e pari a 1 per 
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 (fatto che comprenderebbe ovviamente l’uguaglianza delle condizioni al contorno), allora sarebbero funzioni esattamente uguali:
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Osservazione: se l’analogia fosse parziale (cioè se valesse solo che Sc=Pr), dall’ultimo risultato trovato bisognerebbe togliere il membro v*(z), e inoltre nell’ultimo membro bisognerebbe sostituire al posto di Re il fattore Re*Sc (oppure Re*Pr, dato che siamo nel caso Sc=Pr). Queste due osservazioni risultano si dimostrano semplicemente ripetendo il procedimento illustrato in questo paragrafo senza l’ipotesi di Sc e Pr unitari, ma con la sola condizione Sc=Pr.

Questa osservazione è valida anche se fosse ancora verificato che le condizioni al contorno di v* sono uguali alle condizioni al contorno di CA* e T*, infatti con la sola condizione Sc=Pr l’equazione differenziale di v* sarebbe comunque diversa da quelle di CA* e T*, e pertanto avrebbe in ogni caso una diversa soluzione.
Ora poniamo questa domanda: come si fa in pratica a fare in modo che le condizioni al contorno di CA*, T* e v* siano uguali? La risposta è che bisogna agire sulle definizioni stesse di questi tre parametri, cioè bisogna andare a porre adeguatamente i valori di Wc, T0 e CA0. In particolare, è necessario porre (dove il pedice “p” indica che la condizione è alla parete, cioè la condizione in prossimità del pelo libero del fluido fermo):

[image: image146.wmf](

)

(

)

(

)

0

=

=

=

=

=

=

d

=

=

º

=

¥

¥

z

C

C

C

    

;

    

0

z

T

T

T

     

;

     

z

v

v

v

W

A

Ap

A0

p

0

c

r


In tal modo, infatti, varrà che:
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Riguardo alla condizione v*=0, sappiamo che per l’ipotesi di aderenza la velocità di una lamina di fluido a contatto diretto con una parete ferma è nulla:
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Pertanto, nell’ipotesi che uno dei due fluidi del sistema è fermo, anche la condizione v*=0 (così come CA*=0 e T*=0) accade in prossimità della parete, quindi le prime condizioni al contorno sono uguali: CA*=T*=v*=0 alla parete. Poiché si nota che anche le seconde condizioni al contorno sono rispettate (infatti: CA*=T*=v*=1 per il fluido indisturbato), allora abbiamo ottenuto che tutte le condizioni al contorno di CA*, T* e v* sono uguali, come volevasi dimostrare.
Ultima osservazione: nella discussione appena fatta compare il seguente parametro:
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In pratica, questo parametro esprime il fatto che in realtà la condizione per cui il fluido torna ad essere indisturbato non è all’infinito, ma è appunto alla distanza 
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 dalla parete (cioè alla coordinata 
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, visto che abbiamo posto, come sistema di riferimento, z=0 alla parete). In realtà si può generalizzare il discorso (cioè si può utilizzare un 
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 unico sia per v* che per CA* e T*) solo nel caso in cui ci sia analogia completa, ma questo è un discorso che verrà approfondito nella prossima lezione.
Sistema Piano: Condizioni All’Estremità Del Dominio
Per un sistema piano (definito nel precedente capitolo), le condizioni all’estremità del dominio per un fluido in moto che scorre sopra un fluido fermo sono le seguenti:
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Attenzione: anche queste condizioni si potrebbero definire qualitativamente “condizioni al contorno” (anche se più precisamente sarebbero i “gradienti al contorno”), però non sono da confondere con le condizioni al contorno analitiche delle equazioni differenziali (quelle menzionate nei capitoli precedenti), che infatti sono tutt’altra cosa!
Osserviamo che nelle equazioni compare il termine Cf, che è il seguente:
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Proviamo ora ad adimensionalizzare le tre equazioni ottenute. Per farlo si utilizzano le stesse costanti e le stesse variabili adimensionali già viste in precedenza. Inoltre poniamo le condizioni (anch’esse già discusse in precedenza) che generano condizioni al contorno uguali per CA*, T* e v*, cioè poniamo che:
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Procediamo quindi all’adimensionalizzazione delle condizioni al contorno:
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Cioè, semplificando, abbiamo ottenuto che:
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Si noti che la prima equazione era stata riportata anche nel capitolo di ripasso parte 3 (anche se scritta con simboli diversi poiché in quel caso era stato posto un altro sistema di riferimento), quindi qui l’abbiamo anche esplicitamente dimostrata.
Comunque possiamo osservare che in condizioni di analogia completa, poiché in questo caso abbiamo anche assunto le costanti di adimensionalizzazione tali per cui le condizioni al contorno sono uguali, varrà che CA*(z*)=T*(z*)=v*(z*), condizione che inserita nelle ultime equazioni ottenute dà come risultato che Nu=Sh=Re*Cf/2. Chiaramente, se ci trovassimo in condizioni di analogia parziale varrebbe solo che Nu=Sh. Riassumendo, possiamo quindi scrivere che:
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La seconda equazione ottenuta viene chiamata analogia di Reynolds e come si capisce dalla discussione fatta in precedenza, vale solo nel caso in cui l’analogia fra diffusione, scambio termico e moto del fluido è completa (ovvero solo se Sc=Pr=1 & 
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).
Possiamo quindi riassumere questi ultimi risultati e i precedenti in questo modo (dove la freccia di doppia implicazione ricordiamo che vale solo se sono uguali anche le condizioni al contorno):
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Nonostante, come si è detto in precedenza, la similitudine parziale nella pratica è un caso molto particolare, un esempio in cui ciò avviene è un caso che in natura si presenta molto spesso: stiamo parlando infatti della diffusione del vapor d’acqua in aria. Di ciò ci occupiamo nel capitolo seguente.
Caso Applicativo: Diffusione Del Vapor D’Acqua In Aria
Consideriamo ora il particolare caso applicativo di diffusione di vapor d’acqua in aria. In questo caso sperimentalmente si rileva che:
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Osservazione:
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Comunque, dato che vale (in buona approssimazione) che Sc=Pr=1, allora per quanto visto precedentemente possiamo senz’altro dire che:

· il problema termico si può sempre considerare (con ottima approssimazione) analogo al problema diffusivo;
· poiché, come si vede, Sc e Pr sono anche in ottima approssimazione unitari (caso molto fortunato!), se fosse anche il caso che 
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 (caso estremamente fortunato!), allora si avrebbe l’analogia completa: diffusione, scambio termico e moto del fluido sarebbero analoghi.
Possiamo affermare che un caso pratico in cui il gradiente di pressione è nullo si verifica in ottima approssimazione nel caso di vento che lambisce il pelo libero di un bacino d’acqua (per esempio una piscina): in tal caso infatti i vettori velocità hanno sempre un’unica direzione e questo evita il generarsi di un gradiente di pressione. La situazione sarà quindi la seguente (il sistema è un sistema piano con vettore velocità parallelo all’asse y):
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Per quanto osservato in precedenza, poiché ci troviamo in un caso in cui Sc=Pr=1 e in cui il gradiente di pressione si può approssimare nullo, allora le equazioni differenziali di diffusione, scambio di calore e moto del fluido sono perfettamente uguali.
Poiché inoltre è stato posto che (come si nota osservando i valori delle grandezze adimensionali riportate sullo schema):
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Allora anche le condizioni al contorno sono tutte uguali è pertanto varrà l’analogia completa: diffusione, scambio termico e anche moto del fluido hanno stesso andamento. Ovvero:
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Quindi possiamo anche affermare che vale l’analogia di Reynolds:
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Osservazioni:

· sopra la superficie dell’acqua si ha una quantità evaporata (che si può scrivere in forma massica o molare): tale portata evapora ed è trasportata via dal vento che soffia, si ha quindi un fenomeno di tipo convettivo governato da hm (coefficiente di trasporto della materia);
· sopra il pelo libero si ha un gradiente di concentrazione, concentrazione che alla parete è massima, dopodiché man mano che si sale l’aria diventa sempre più secca fino ad assumere un valore costante;
· poiché siamo in condizioni di analogia completa, il valore di altezza dello strato limite (
[image: image168.wmf]d

, riportato anche in figura) è uguale sia per la diffusione che per lo scambio termico e anche per il moto del fluido. Ciò in pratica significa che c’è una “linea netta” oltre il quale il fluido diventa indisturbato sotto ogni punto di vista: sia T* che CA* e v* diventano costanti a partire da uno stesso valore di quota z (che appunto vale 
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).
Possiamo osservare che se non si volesse tollerare l’approssimazione Sc=Pr (che infatti, come detto all’inizio, in realtà hanno valori leggermente diversi) si perderebbe non solo l’analogia completa, ma anche la parziale, perdita che diventerebbe quantitativamente maggiore se in aggiunta si avesse che 
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. In questa condizione torniamo in un caso più generale, cioè nel quale i “punti interni” delle funzioni non coincidono affatto, cioè in cui per tutti i “punti interni” vale che:
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Se però le condizioni al contorno fossero ancora analoghe (e ciò accade fintanto che continuiamo ad assumere le costanti CA0, T0 e Wc come specificato prima), allora vorrebbe dire che le funzioni assumerebbero valori identici agli estremi del dominio, ovvero le curve di funzione si intersecherebbero agli estremi. Questa particolare situazione (però senz’altro meno particolare della condizione di analogia!) sarebbe rappresentata da questo grafico:
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Come si nota leggendo il grafico, abbiamo scelto di assumere come lunghezza caratteristica il valore dello strato limite, cioè abbiamo posto:


[image: image173.wmf]d

=

L


Solo con questa assunzione, infatti, possiamo scrivere che per 
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 si ha che z*=1, cioè che il limite della zona di flusso disturbato è individuata dalla condizione z*=1.

Inoltre possiamo dire che in condizioni di analogia completa tutte e tre curve (blu, rossa e verde) coinciderebbero perfettamente, mentre in condizioni di analogia parziale coinciderebbero soltanto la blu e la rossa (non la verde!).

Infine può essere utile constatare che se si tollera che Sc=Pr (ma non necessariamente che siano uguali a 1) e però nel contempo vale anche che 
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, allora saremmo nel caso di analogia parziale: in tal caso, quindi (sempre assumendo CA0, T0 e Wc come specificato prima) si potrebbe dire soltanto che CA*(z*)=T*(z*). Passando all’analogia di Reynolds, quindi, si potrebbe dire soltanto che:
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Quindi, in pratica, è vera solo la prima uguaglianza dell’analogia di Reynolds, mentre la seconda uguaglianza (quella su Re) è assolutamente falsa!
Bibliografia

· T. Bergman, A. Lavine, F. Incropera, D. DeWitt – “Foundamentals Of Heat And Mass Transfer” (John Wiley & Sons, VII edition);
· F. Kreith, D. Y. Goswami – “The CRC Handbook Of Mechanical Engineering” (CRC Press, II edition);
· J. Tannehill, D. Anderson, R. Pletcher – “Computational Fluid Mechanics And Heat Transfer” (Taylor&Francis, II edition);

· Franz Durst – “Fluid Mechanics” (Springer);

· Guillermo Hauke – “An Intoduction To Fluid Mechanics And Transport Phenomena” (Springer);

· John F. Wendt – “Computational Fluid Dynamics, An Introduction” (Springer, III edition);

· Egon Krause – “Fluid Mechanics” (Springer);

· J. Blazek – Computational Fluid Dynamics: Principles And Applications” (Elsevier);
· John D. Anderson – “Computational Fluid Dynamics” (McGraw-Hill);

· C. P. Kothandaraman – “Foundamentals Of Heat And Mass Transfer” (New Age International Publishers, revised III edition);

· Helmut Mehrer – “Diffusion In Solids” (Springer);

· Koichi Asano – “Mass Transfer” (Wiley-VHC).
- 0 -

1
- 35 -


_1427450577.unknown

_1451991896.unknown

_1451998998.unknown

_1452000088.unknown

_1452000122.unknown

_1452000742.unknown

_1452001095.unknown

_1452000836.unknown

_1452000133.unknown

_1452000139.unknown

_1452000179.unknown

_1452000126.unknown

_1452000110.unknown

_1452000114.unknown

_1452000104.unknown

_1451999310.unknown

_1452000008.unknown

_1452000080.unknown

_1451999773.unknown

_1451999054.unknown

_1451999062.unknown

_1451999043.unknown

_1451998937.unknown

_1451998963.unknown

_1451998977.unknown

_1451998957.unknown

_1451998868.unknown

_1451998924.unknown

_1451992021.unknown

_1451998097.unknown

_1451991961.unknown

_1427529295.unknown

_1427900173.unknown

_1451836713.unknown

_1451837949.unknown

_1451838698.unknown

_1451838738.unknown

_1451838782.unknown

_1451838663.unknown

_1451837629.unknown

_1451836969.unknown

_1451837307.unknown

_1451836930.unknown

_1436261871.unknown

_1436261974.unknown

_1436262762.unknown

_1436262048.unknown

_1436261952.unknown

_1427900372.unknown

_1428681738.unknown

_1427900371.unknown

_1427539155.unknown

_1427541637.unknown

_1427542527.unknown

_1427546117.unknown

_1427725389.unknown

_1427550157.unknown

_1427543262.unknown

_1427544462.unknown

_1427543674.unknown

_1427543173.unknown

_1427542277.unknown

_1427539469.unknown

_1427540875.unknown

_1427539312.unknown

_1427535407.unknown

_1427538810.unknown

_1427538981.unknown

_1427535483.unknown

_1427533941.unknown

_1427534979.unknown

_1427535390.unknown

_1427534258.unknown

_1427534947.unknown

_1427530938.unknown

_1427533340.unknown

_1427531960.unknown

_1427529702.unknown

_1427468269.unknown

_1427470555.unknown

_1427476105.unknown

_1427528120.unknown

_1427528130.unknown

_1427527648.unknown

_1427477324.unknown

_1427472045.unknown

_1427473611.unknown

_1427469732.unknown

_1427469746.unknown

_1427468285.unknown

_1427462589.unknown

_1427463268.unknown

_1427463722.unknown

_1427464915.unknown

_1427465296.unknown

_1427466438.unknown

_1427463985.unknown

_1427463289.unknown

_1427463005.unknown

_1427463189.unknown

_1427462666.unknown

_1427462911.unknown

_1427452110.unknown

_1427459890.unknown

_1427462297.unknown

_1427460917.unknown

_1427455696.unknown

_1427450718.unknown

_1427359304.unknown

_1427446663.unknown

_1427448851.unknown

_1427449636.unknown

_1427449888.unknown

_1427450043.unknown

_1427450378.unknown

_1427449696.unknown

_1427449127.unknown

_1427449139.unknown

_1427448932.unknown

_1427448479.unknown

_1427448534.unknown

_1427448037.unknown

_1427387256.unknown

_1427390227.unknown

_1427446538.unknown

_1427387362.unknown

_1427362308.unknown

_1427372654.unknown

_1427219802.unknown

_1427352327.unknown

_1427358415.unknown

_1427358506.unknown

_1427358515.unknown

_1427352918.unknown

_1427358340.unknown

_1427228013.unknown

_1427228184.unknown

_1427299012.unknown

_1427299005.unknown

_1427228020.unknown

_1427223358.unknown

_1427223590.unknown

_1427219870.unknown

_1427125223.unknown

_1427204581.unknown

_1427207107.unknown

_1427211027.unknown

_1427207022.unknown

_1427207080.unknown

_1427126499.unknown

_1426944261.unknown

_1427124539.unknown

_1427125156.unknown

_1427012867.unknown

_1427013229.unknown

_1426957154.unknown

_1426931417.unknown

